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ПРЕДИСЛОВИЕ

Учебное пособие Гидрогазодинамика издается в соответствии с учебным планом подготовки бакалавров по направлению 162300 Техническая эксплуатация летательных аппаратов и двигателей, а также в соответствии с учебным планом подготовки бакалавров по направлению 280700 Техносферная безопасность для студентов всех форм обучения.

Данное учебное пособие дает краткое, но завершенное и достаточно строгое представление о механике сплошной среды – фундаментальной основе авиации. Оно может быть полезно студентам всех форм и ступеней обучения, а также аспирантам всех специальностей Московского государственного технического университета гражданской авиации (МГТУ ГА). Учитывая современные требования к фундаментальности и глубине образования, изложение материала дается на современном университетском уровне. Это позволило включить в курс материал, который не читался ранее в МГТУ ГА, но без которого невозможны единое представление о науке и дальнейшее самообразование.

В конце учебного пособия предлагается список литературы, минимально необходимый для более глубокого изучения механики сплошной среды.

Современное состояние образования в области авиации характерно высокой плотностью общеинженерных и специальных дисциплин. Изучение их в отрыве друг от друга уже невозможно. Особенно остро этот вопрос сегодня стоит при профессиональной подготовке эксплуатационников, которые обязаны обеспечивать безопасность полетов. Эксплуатационник обязан быть специалистом не только в области организации технического обслуживания и ремонта, но и в области конструкции и принципов действия отдельных систем и всего летательного аппарата (ЛА) в целом. А для этого требуется более высокий, более абстрактный подход, дающий единое, фундаментальное, математическое обоснование на первый взгляд разрозненных дисциплин. При таком подходе обеспечивается более фундаментальное усвоение учебного материала и требуется меньше времени на весь период обучения.
В основу данного курса легли лекции, читавшиеся автором в МГТУ ГА в рамках различных дисциплин, а в основу данного учебного пособия легли ранние издания: Гарбузов В.М., Ермаков А.Л., Кубланов М.С., Ципенко В.Г. Аэромеханика: Учебник для студентов вузов. - М.: Транспорт, 2000 и Кубланов М.С. Аэродинамика и динамика полета: Учебное пособие. - М.: МГТУ ГА, 2000.
Следует отметить особый подход к формированию данной дисциплины. От канонических университетских учебников по механике сплошной среды (например, Седов Л.И. Механика сплошной среды) он отличается более упрощенным, адаптированным математическим языком. Указанные упрощения базируются в основном лишь на более широком применении гипотезы о едином евклидовом пространстве, т.е. на ньютонианской модели механики.
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ВВЕДЕНИЕ

Развитие современной техники невозможно без решения сложных задач гидродинамики, аэродинамики, газодинамики, динамики многофазных сред и процессов горения, волновых процессов, упругости, пластичности и прочности конструкций. Современная наукоемкая авиация – именно та область техники, в которой требуется решение таких задач. Это – теория полета, теория двигателей, расчет конструкций и систем на работоспособность и прочность, расчет тушения пожаров и движения ЛА по земле и воде.
Теория полета (аэродинамика и динамика полета) ( наука фундаментальная и строгая, опирающаяся на математический аппарат. Но, как и о всякой науке, о ней можно говорить на кухне, опираясь лишь на интеллект соответствующего уровня. К сожалению, и сегодня появляются "ученые", пытающиеся на кухонном уровне объяснить основные законы природы, в том числе и аэродинамики и динамики полета. Но когда с помощью этих объяснений пытались решить серьезные задачи в авиации, это приводило к плачевным результатам: после отрыва от земли самолеты "вдруг" круто пикировали; при большой скорости на самолетах с первыми турбореактивными двигателями (ТРД) "вдруг" появлялась тряска, и самолет рассыпался; преодоление звукового барьера долго не давалось; перегруженные самолеты не могли завершить взлет и т.п. Многие из таких и других катастроф случаются и сегодня. К сожалению, в большинстве случаев это происходит по причине человеческого фактора, именно из-за недопонимания происходящего явления.
Поэтому мы с Вами будем изучать науку на уровне высшего образования. А для этого придется хорошо вспомнить высшую математику, физику и теоретическую механику.

Человек очень давно хотел летать, как птица ( пытался это делать, но безуспешно. И только Ньютон смог четко выделить факторы, определяющие возможность полета тела тяжелее воздуха. 

Давайте повторим эти рассуждения Ньютона. С одной стороны, птицы тяжелее воздуха, но летают! С другой стороны, по своему опыту мы знаем, что шарообразное тяжелое тело без посторонних внешних сил подняться в воздух не может. А почему простейшая модель птицы ( воздушный змей взмывает в воздух?

Для того чтобы змей полетел, необходимо наличие следующих факторов: плотность среды (на Луне змей не полетит), скорость (ветра или бегуна) и специальная геометрия тела (угол атаки, создаваемый специально подобранными веревочками). Эти феноменологические рассуждения необходимо облечь в форму строгой теории (модели), с помощью которой можно было бы проводить расчет полета любого ЛА в любых условиях. Ведь при создании Ил-96 никто не прыгал с прототипом его крыла с колокольни, чтобы убедиться в возможности полета!
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Не менее фундаментальными и математизированными являются и теория двигателей, расчет конструкций и систем на работоспособность и прочность, расчет тушения пожаров и движения ЛА по земле и воде. Но именно эти общие для них фундаментальность и математизированность и послужили в середине прошлого века толчком к их объединению в одну крупную науку, изучающую единые законы поведения трех видов фазовых состояний вещества: газа, жидкости, твердого тела. Это – механика сплошной среды.
Проблематика механики сплошной среды, конечно, значительно шире, чем это показано на схеме. Наука занимается такими явлениями, как циклоны и цунами, движение грунтов, взрывное и ветровое воздействие в атмосфере, поведение плазмы и сильно сжатых или очень разреженных газов, сред с магнитными и электрическими свойствами и т.д. В авиации механика сплошной среды решает множество задач: движение тел в воздухе, движение газов и жидкостей в трубах, расчет упругости, прочности, усталости, ползучести, наследственности в различных конструкциях, создание горючих смесей и определенных свойств их горения, взлет и посадка летательных аппаратов с воды, пожаротушение и распылительные работы и т.д. Все это усложняется явлениями турбулентности, термочувствительности, волновыми процессами, кавитацией и т.п.
Уверенность в правильном решении задач в данной науке основывается на применении строгого математического аппарата и методов вычисления. Во второй половине ХХ века великое множество математических методов, разработанных в рамках механики сплошной среды, обогатили прикладную математику. И это было не самоцелью фанатиков-ученых, а жизненной необходимостью обеспечения безопасности и эффективности воздушного транспорта.
1. КИНЕМАТИКА СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

1.1. Основные гипотезы механики сплошной среды

Прежде всего, займемся изучением среды. Для ее описания необходимы полные и непротиворечивые модели движения газообразных, жидких и твердых деформируемых тел, основанные на методах теоретической механики и некоторых дополнительных гипотезах. Согласованная система таких моделей носит название механики сплошной среды XE "механики сплошной среды" .

Все тела состоят из множества отдельных элементарных частиц, взаимодействующих сложным образом в электромагнитном и гравитационном полях. Существуют предположения и о других, пока неизвестных полях. Поэтому изучение материальных тел как совокупности элементарных частиц требует введения дополнительных гипотез об их свойствах и взаимодействиях. Кроме того, для решения уравнений динамики необходимо знать начальные условия, т.е. координаты и скорости всех частиц, что принципиально невозможно. Однако для решения практических задач совсем не обязательно знать движение каждой частицы – достаточно определить некоторые осредненные характеристики. Такой научный подход применяется на основе вероятностного описания и использования законов распределения и называется статистическим XE "статистическим" .

Механика сплошной среды использует другой подход – феноменологический XE "феноменологический" , основанный на эмпирических гипотезах XE "гипотезах" , подтвержденных человеческим опытом [1].

( Гипотеза сплошности постулирует тело как непрерывную среду, заполняющую некоторый объем, и необходима для применения математического аппарата дифференциального и интегрального исчисления.​​ 
Земную атмосферу по отношению к самолету можно считать сплошной средой, так как расстояния между частицами среды много меньше характерного размера самолета. На Луне это не так.
( Гипотезу непрерывности метрического пространства XE "непрерывности метрического пространства"  вводят для определения координат и расстояний.

( Следующая гипотеза предполагает возможность введения единой XE "введения единой"  для всех точек пространства декартовой системы координат XE "декартовой системы координат" . 
Такие пространства называются евклидовыми, а построенная на их основе механика – ньютонианской. Напомним, что в декартовой системе координат каждая точка пространства имеет свои действительные координаты, а в евклидовом пространстве результат двойного дифференцирования не зависит от порядка дифференцирования. Эта гипотеза совместно с предыдущей позволяет применять аппарат аналитической геометрии.

На самом деле в существующей на сегодня механике сплошной среды эта гипотеза ослаблена до возможности введения декартовой системы координат лишь отдельно в каждой точке пространства (как плоская система координат в точке, расположенной на сфере). Это, однако, требует введения специального метрического тензора g, описывающего "близость" такого пространства к евклидовому. В данном пособии такое усложнение опущено.
( В механике сплошной среды постулируется абсолютность времени XE "абсолютность времени"  для всех систем отсчета, т.е. не учитываются эффекты теории относительности.

Эти гипотезы естественны с точки зрения человеческого опыта и вполне оправданы при исследовании явлений, происходящих в не слишком больших и не слишком малых объемах с небольшими скоростями – в макромире. Исходя из них, строятся все последующие положения и выводы теории – строится математическая модель механики сплошной среды.
1.2. Переменные Эйлера и Лагранжа

С точки зрения, предложенной Лагранжем, объектом изучения являются характеристики отдельной частицы среды. Описание движения по Лагранжу представляет собой задание закона движения XE "закона движения" , т.е. координат положения рассматриваемой частицы x, y, z, как функций времени t и ее начальных координат a, b, c:


x = x(a, b, c, t);  y = y(a, b, c, t);  z = z(a, b, c, t),
(1.1)

или в векторной форме: r = r(a, b, c, t),
где r – радиус-вектор положения рассматриваемой частицы в выбранной системе координат. t, a, b, c называются переменными Лагранжа XE "переменными Лагранжа" .

В силу гипотезы о непрерывности метрического пространства мы обязаны предполагать непрерывность и дифференцируемость функций (1.1). В некоторых случаях движение среды не удается в полной мере описывать такими функциями. Например, разбрызгивание жидкости или образование каверн ("полостей") должно описываться с помощью функций (1.1), терпящих разрыв. Однако следует оговориться, что разрыва среды в перечисленных примерах не наблюдается, так как между частицами жидкости, ранее близкими, а позднее существенно удаленными, появляется среда с другими характеристиками – воздух или пар. Общая среда остается сплошной.
В переменных Лагранжа скорость XE "скорость"  каждой отдельной частицы с неизменными начальными координатами a, b, c определяется вектором частной производной от радиус-вектора по времени:
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Здесь весьма важно не забывать, что эти производные вычисляются для определенной частицы сплошной среды – для фиксированных значений a, b, c – поэтому и берутся частные производные по одной переменной t из четырех переменных Лагранжа t, a, b, c.
С точкой зрения Лагранжа связаны все привычные представления об известных физических законах, относящихся, как правило, к движению частиц.

С точки зрения, предложенной Эйлером, следует рассматривать характеристики среды в отдельных точках пространства, т.е. как скалярные и векторные поля, в виде функций F = F(x, y, z, t) = F(r, t), задающих изменение параметра в выбранной точке пространства с течением времени (в общем случае для разных частиц). Переменные t, x, y, z называются переменными Эйлера XE "переменными Эйлера" .

В переменных Эйлера скорость задается как поле вектора в каждой точке пространства, а поскольку координаты x, y, z меняются вместе со временем t, производная берется полная:
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или по координатам:
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Точка зрения Лагранжа полезна при выводах некоторых фундаментальных положений и будет оговариваться специально.

Переход от аргументов - переменных Лагранжа к аргументам - переменным Эйлера осуществляется решением уравнений (1.1) в каждый момент времени относительно переменных Лагранжа:

a = a(x, y, z, t);  b = b(x, y, z, t);  c = c(x, y, z, t).
(1.4)

Это означает, что любую величину, заданную в переменных Лагранжа F = F(a, b, c, t), можно выразить через переменные Эйлера простой подстановкой уравнений (1.5). Однако следует заметить, что (1.5) можно получить из (1.1) только в том случае, если переменные Лагранжа и переменные Эйлера в каждый фиксированный момент времени t являются взаимнооднозначными функциями. С математической точки зрения это возможно только тогда, когда Якобиан преобразования (1.1) не обращается в ноль:
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Физическая интерпретация такого условия заключается в том, что образованная из частиц среды замкнутая поверхность переходит в замкнутую поверхность, а замкнутая линия – в замкнутую линию. Переходы конечного объема в линию или в точку, а также замкнутой линии в разомкнутую невозможны. Обычные физические представления о движении среды этому не противоречат.
Для того чтобы осуществить обратный переход, перейти от аргументов - переменных Эйлера к аргументам - переменным Лагранжа, необходимо разрешить дифференциальные уравнения (1.3) относительно x, y, z. Появляющиеся при этом произвольные постоянные определяются по значениям переменных Эйлера x, y, z в определенный момент времени (например, в начальный, чему соответствуют переменные Лагранжа a, b, c).
1.3. Деформация и скорость деформации

[image: image96.emf] 


Рассмотрим перемещение бесконечно малой деформируемой частицы среды за время (t (рис. 1). Очевидно, что бесконечно малый радиус-вектор в частице ( = {dx, dy, dz} сместится и деформируется: (( ( ( + (V' – V)((t. Скорость можно разложить в ряд Тейлора с точностью до малых первого порядка по (:
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где производные берутся в центре частицы O. Каждую производную скорости можно представить в виде суммы двух слагаемых, например:
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где использованы обозначения:
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(1.6)
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Элементы eij и (ij являются компонентами некоторых матриц (в декартовой системе координат) и представляют в общем случае тензоры.
Введем функцию, равную половине суммы произведений всех элементов eij на соответствующие составляющие вектора (:
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Тогда в (1.5) можно усмотреть присутствие слагаемого вида grad(, так как, например, 
[image: image12.wmf](
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. В выражениях (ij при i ( j можно заметить (см. (1.11)) "смежную" координату вектора ротора скорости: 
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. Это значит, что в (1.5) будет присутствовать слагаемое вида 
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Смысл слагаемых в правой части уравнения (1.7) становится ясным из сравнения с известной из теоретической механики формулой Эйлера V' = V + ( ( ( для скорости произвольной точки твердого тела. Последнее слагаемое в обеих этих формулах описывает вращение точки A вокруг O (рис. 1). grad( в формуле Эйлера для твердого тела отсутствует, так как отражает деформацию среды. Зависимость ( от координат изменяющегося вектора ( непосредственно указывает на это.

Можно установить и смысл отдельных составляющих тензора eij. Если рассмотреть случай, когда ( направлено строго по оси одной из координат, например, по x (т.е. ( = idx), а перемещения точки O и поворота частицы нет (рис. 1: V(t = V = 0, ( || (' || V' и V' по сути означает скорость смещения точки А в направлении ( = idx) то в (1.7) обнулятся все члены, кроме одного: V' = e11dx, имеющего смысл скорости удлинения элемента dx. Таким образом, диагональные компоненты eii задают скорости относительного удлинения элементов деформируемой среды вдоль осей координат.
Если ввести тензор с компонентами:


(ij ( eij(t,
(1.8)

то его компоненты (ii будут задавать относительные удлинения по осям координат, а (ij при i ( j – скашивание прямых углов при чистой деформации среды (без перемещения и вращения). Тензор с компонентами eij называют тензором скоростей деформации, (ij – тензором деформации, а (ij – тензором вращения. 

В итоге из уравнения (1.7) следует, что скорость любой точки частицы среды состоит из трех составляющих: поступательной, вращательной и скорости чистой деформации. Так формулируется теорема Коши-Гельмгольца XE "теорема Коши-Гельмгольца" . 

1.4. Термины механики сплошной среды

Введенные в 1.2 фундаментальные понятия закона движения (1.1) и скорости (1.2) позволяют построить понятийный аппарат механики сплошной среды.

Если поле вектора скорости сплошной среды V = V(r) не зависит от времени в каждой точке пространства, то движение называется стационарным XE "стационарным"  или установившимся XE "установившимся" . В общем случае V = V(r, t), и движение называется нестационарным XE "нестационарным"  или неустановившимся XE "неустановившимся" .

Уравнения (1.1), задающие положение точки в пространстве в каждый момент времени, можно рассматривать как траекторию XE "траекторию"  ее движения в переменных Лагранжа. В переменных Эйлера траектория задается уравнениями (1.3) или (1.4) – дифференциальными уравнениями, требующими своего решения. Необходимые для отыскания частного решения произвольные постоянные определяются по значениям переменных Эйлера x, y, z в определенный момент времени (например, в начальный, чему соответствуют переменные Лагранжа a, b, c, которые "индивидуализируют" избранную частицу среды).
Линиями тока XE "Линиями тока"  в механике сплошной среды называются линии, которые в каждый фиксированный момент времени имеют в каждой своей точке касательные, совпадающие с вектором скорости. Таким образом, частицы жидкости, попавшие на линию тока, не имеют составляющей скорости поперек нее и не могут ее пересечь. На практике линии тока в прозрачной жидкости с взвешенными частицами нерастворимой краски можно зафиксировать фотографированием с маленькой выдержкой – короткие следы этих частиц, сливаясь, вырисовывают линии тока. Уравнение линии тока в момент времени t запишется в терминах аналитической геометрии, как условие коллинеарности векторов:
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Таким образом, линии тока в нестационарном движении все время изменяются. 
При установившемся движении (и только в этом случае!) отсутствие в уравнении (1.9) времени t приводит к совпадению линий тока с траекториями частиц. Понятие линии тока необходимо для получения математически строгих выводов, поэтому весьма важно их различать.
Если компоненты вектора скорости не обращаются в нуль и вместе со своими первыми производными однозначны и не имеют разрывов, то решение уравнения (1.9) существует и единственно. В противоположном случае существование или единственность может нарушаться, т.е. в некоторых точках пространства лини тока могут ветвиться или вырождаться в точку. Такие точки называются особыми или критическими.

Трубчатая поверхность, образованная линиями тока, проходящими через некоторую замкнутую кривую, называется трубкой тока.
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Напомним некоторые математические термины [4] применительно к скорости, заданной в пространстве переменных Эйлера – полю скоростей. 
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Вектором S будем обозначать поверхность с указанным направлением нормали n, выражающимся через единичные векторы осей координат: n = cos(n,x)i + cos(n,y)j + cos(n,z)k, а скаляром S ( только площадь этой поверхности (рис. 2).

Потоком скорости XE "Потоком скорости"  через поверхность S с заданным вектором нормали называется поверхностный интеграл:
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где Vn – проекция скорости на единичный вектор нормали n поверхности S. 

Ротор скорости (вихрь) и градиент скаляра определяются известным образом:
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(заметим, что rot grad A ( 0 всегда), а дивергенция скорости может быть выражена через компоненты тензора скоростей деформации:
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Если выбрать в пространстве малый прямоугольный параллелепипед W со сторонами, параллельными осям координат, то объемный интеграл 
[image: image23.wmf]ò
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 в силу (1.12) и смысла компонент тензора скоростей деформации из 1.3 может трактоваться как элементарное расширение частицы среды. В таком случае дивергенция означает скорость расширения частицы среды.

Циркуляцией скорости по замкнутому контуру L с определенным направлением обхода называется криволинейный интеграл:
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Известные теоремы векторных полей [4] применимы и к полю скоростей. Теорема Стокса:
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справедлива при ориентации обхода контура L и нормали к натянутой на него поверхности S по правилу правого винта, а теорема Остроградского-Гаусса:
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– при условии, что замкнутая поверхность S ограничивает объем W.

Полную производную по времени от скаляра A(r, t), заданного в переменных Эйлера, можно определить по известной [4] формуле:
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(1.16)

Производную 
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 от интеграла по произвольному подвижному объему W, где от t зависит не только подынтегральная функция, но и объем, вычислим с помощью определения производной:
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В последнем пределе W'–W образуется сдвигом элементарных площадок dS поверхности S, ограничивающей W, на расстояние VndS. Кроме того, при (t ( 0 значение функции f(r,t+(t) ( f(r,t) и деформированная поверхность S( ( S, поэтому предел принимает значение 
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 (сравните с (1.10)) или 
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 по теореме Остроградского-Гаусса (1.15). Откуда в силу уравнения (1.16): 
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(1.17)

Вектор rot V ( 0 тоже можно рассматривать, как поле вектора ротора скорости rot V(r, t) – вихревое поле XE "вихревое поле" . Непосредственной проверкой легко убедиться, что div rot V = 0. Отсюда по теореме Остроградского-Гаусса следует, что поток ротора скорости сквозь любую замкнутую поверхность равен нулю:
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В вихревом поле по аналогии с полем скоростей выделяют вихревую линию XE "вихревую линию" :
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и вихревую трубку XE "вихревую трубку" . Так как через боковую поверхность вихревой трубки по определению нет потока ротора скорости, то из (1.18) вытекает постоянство такого потока через любое ее поперечное сечение (первая кинематическая теорема Гельмгольца о вихрях XE "первая кинематическая теорема Гельмгольца о вихрях" ). Эта величина называется интенсивностью вихревой трубки XE "интенсивностью вихревой трубки" . Согласно теореме Стокса (1.14) она равна циркуляции скорости по контуру, образующему вихревую трубку:
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Отсюда можно сделать вывод: внутри объема сплошной среды вихревые трубки (а также вихревые линии) не могут ни начинаться, ни заканчиваться (вторая кинематическая теорема Гельмгольца о вихрях XE "первая кинематическая теорема Гельмгольца о вихрях" ).
1.5. Уравнение неразрывности

Как известно, плотность вещества вводится предельным переходом: 
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 для произвольного подвижного объема сплошной среды, для которого 
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или в силу произвольности объема W:
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Это уравнение носит название уравнения неразрывности (непрерывности). XE "уравнения неразрывности (непрерывности) в переменных Эйлера." 
Рассмотрим частные случаи уравнения неразрывности. Так, для стационарного (установившегося) движения сплошной среды из (1.21) с помощью (1.5) следует: 


div((V) = V(grad( + (divV = 0,
(1.22)

а если, кроме того, среда несжимаемая (((x, y, z) = const, в общем случае неоднородная), то:


divV = 0.
(1.23)

Т.е. по теореме Остроградского-Гаусса (1.15) несжимаемый установившийся поток скорости (1.10) сквозь любую замкнутую поверхность равен нулю. Так как через боковую поверхность  трубки тока по определению нет потока скорости, то поток через любое ее поперечное сечение одинаков:
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и численно равен объемному расходу жидкости. Отсюда можно сделать вывод: внутри объема несжимаемой сплошной среды трубки тока (а также линии тока) не могут ни начинаться, ни заканчиваться.

1.6. Безвихревое и вихревое движение

Движение сплошной среды в некоторой области называется безвихревым XE "безвихревым" , если в ней rot V = 0, и вихревым XE "вихревым" , если rot V ( 0 хотя бы в части этой области. 
Из теоремы Стокса (1.14) для безвихревого движения следует равенство нулю циркуляции скорости по любому замкнутому контуру. Т.е. в безвихревом движении невозможны замкнутые линии тока (вдоль которых циркуляция не обращается в нуль).

Свойства безвихревого движения рассмотрим, исходя из его определения, записанного в проекциях:
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Из математики [4] известно, что это – необходимое и достаточное условие существования некоторой функции ((r, t), называемой потенциалом скорости XE "потенциалом скорости" , производными которой являются компоненты вектора скорости:
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(1.25)

Иными словами, существование потенциала скорости и равенство нулю ротора скорости – условия эквивалентные. Поэтому безвихревое движение называют также потенциальным XE "потенциальным" , а скалярную функцию потенциала изучают вместо вектора скорости.

Подстановка потенциала в уравнение неразрывности для несжимаемой среды дает уравнение Лапласа XE "уравнение Лапласа" :


[image: image44.wmf]0

z

y

x

div

2

2

2

2

2

2

=

j

D

º

¶

j

¶

+

¶

j

¶

+

¶

j

¶

=

j

grad


(1.26)

для гармонической XE "гармонической"  функции (, где ( – символ оператора Лапласа. Из свойств гармонической функции, хорошо известной в математике [4], вытекают следствия для потенциального движения сплошной среды:

а) внутри сплошной среды не может быть экстремальных значений потенциала скорости;

б) внутри сплошной среды не может быть максимальных значений скорости;

в) скорость сплошной среды равна нулю во всех точках объема, ограниченного замкнутой поверхностью, во всех точках которой потенциал постоянен;

г) в односвязанном объеме сплошной среды, ограниченном твердыми стенками, не может существовать потенциальное (безвихревое) движение.

Рассмотрим примеры потенциальных движений.

1. ( ( const. В этом случае все компоненты скорости согласно (1.25) обращаются в нуль, т.е. движения нет.

2. ( ( ax. В этом случае только одна составляющая скорости отлична от нуля 
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3. 
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не зависящий от радиуса. Таким образом, V ( 0 при r ( ( и V ( ( при r ( 0, а q можно назвать расходом. Если q > 0, то такое движение называется источником XE "источником" , если q < 0, то – стоком (рис. 3) XE "стоком" . 

Заметим, что проведенные рассуждения справедливы и при зависимости q от времени. При этом очевидно, что изменение поля скорости во всем пространстве, вызванное изменением расхода, происходит мгновенно. В реальности распространение возмущений происходит всегда с конечной скоростью, поэтому такое потенциальное движение следует рассматривать лишь как идеализированную модель.

4. ( ( с(, где ( – полярный угол в цилиндрической системе координат (полярный радиус r и высота z). В этом случае по правилам дифференцирования в цилиндрических координатах:
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[image: image100.emf] 

т.е. линии тока имеют вид горизонтальных концентрических окружностей, а скорость растет от нулевой при r ( ( до бесконечной при r ( 0 (рис. 4). На расстоянии r = 1 абсолютная величина скорости равна c. Ввиду особенности при r = 0 движение можно считать потенциальным только вне некоторого ядра в виде цилиндра или нити. Поэтому циркуляция по любому контуру, охватывающему ось z, не равна нулю:
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С вихревым движением тесно связана циркуляция вектора скорости (1.20), с помощью которой можно измерять интенсивность вихревой трубки. Однако наличие ненулевого вектора rot V не связано ни с вихревой трубкой, ни с каким-либо объемом. Векторное поле вихря определено в каждой точке пространства и характеризует вращательное движение любой сколь угодно малой частицы среды. 
[image: image101.emf] 

p Sn   p S  

p S   

Этот факт иллюстрируется рис. 5, на котором крайние точки бесконечно малой частицы среды имеют разные скорости в предположении наличия ненулевой величины 
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. Если центр этой частицы покоится, а все другие частные производные скорости равны нулю, то очевидно, что rot V ( 0 характеризует именно вращение бесконечно малой частицы среды. В безвихревом движении такого вращения нет, и каждая частица среды совершает лишь поступательное движение. Вообще говоря, в реальной природе вихревое движение возникает, благодаря наличию границ (свободной поверхности, твердых стенок или твердых тел), а также явлению вязкости.

Поучительны следующие примеры вихревых движений.
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1. Плоский сдвиг горизонтальных слоев: Vx = cz, Vy = = Vz = 0 (рис. 6). Скорость частиц вдоль плоскости z = 0 в направлении оси x пропорциональна расстоянию от этой плоскости z. В координатной записи с помощью (1.11) нетрудно убедиться, что в этом случае rot V = cj, т.е. вращение частиц сплошной среды происходит вокруг оси y.
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2. Вращение сплошной среды вокруг оси z, как твердого тела, с угловой скоростью ( (рис.7). В цилиндрической системе: Vr = 0, V( = (r,  Vz = 0, а компоненты вихря:
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Т.е. вихревые линии представляют собой прямые, параллельные оси z. Этот пример отличается от примера 4 потенциального движения (рис. 4) значением модуля окружной скорости V(.

3. Вихревое ядро при r = 0 примера 4 потенциального движения (заштрихованная область на рис. 4). В качестве такого идеализированного ядра может выступать изолированная вихревая нить (вихревая трубка бесконечно малого сечения) из частиц той же среды с интенсивностью Г = 2(с, в которой |rot V| = (. Ясно, что практически реализовать такое течение невозможно. Это связано с математическими требованиями теоремы Стокса: на гладкой поверхности, натянутой на замкнутый контур, поле V должно быть непрерывно и дифференцируемо. 

Более широкий взгляд на эти требования приводит к выводу о том, что наличие вихрей в реальной природе, связанное с особенностями поля скоростей, обуславливается многосвязанностью рассматриваемой области сплошной среды, т.е. существованием каких-либо границ (свободной поверхности, твердых стенок, твердых тел). В рассмотренном примере ядром течения может быть газовая трубка или твердый стержень.

Замечание к примеру 3 потенциального движения фиксировало внимание на мгновенности распространения возмущений на всю область сплошной среды. Выясним, как обстоит дело в вихревом движении. Пусть бесконечное пространство заполнено несжимаемой средой: divV = 0, покоящейся в бесконечности: V = 0. Пусть также задан вектор ( = rot V, который отличен от нуля только в определенном конечном объеме W. Заметим, что div ( = div rot V = 0. В силу несжимаемости (1.23) существует такой вектор P, что V = rot P. Тогда rot rot P = (. Решение такого дифференциального уравнения второго порядка в математике известно [4] и может быть представлено в виде:
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(1.27)

где r – радиус-вектор произвольной точки пространства {x, y, z}, в которой вычисляется скорость, по {x, y, z} ведется и дифференцирование в операторе rot, ( – радиус-вектор текущей точки объема W. 
Из (1.27) ясно, что и в вихревом поле всякое возмущение распространяется мгновенно на все пространство сплошной среды. 

Рассмотрим изолированную вихревую нить. Элемент ее объема можно представить в виде произведения бесконечно малого поперечного сечения dS на элемент ее длины dl: dW = dS(dl. Для каждого ее бесконечно малого поперечного сечения согласно (1.20):


[image: image53.wmf]S

S

d

W

d

W

S

d

×

=

×

=

G

ò

.

Таким образом, уравнение (1.27) с учетом правил векторного анализа [4] можно записать в виде:
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Для элемента вихревой нити (l это выражение примет вид:
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где ( – угол между касательной к (l и вектором r – (, проведенным из (l в текущую точку пространства. 
Это выражение трактуется как составная часть скорости, которая "наводится" элементом вихря (l в точке пространства. Ввиду очевидной аналогии с электродинамикой соотношение (1.28) характеризует вихревое влияние XE "вихревое влияние"  и получило наименование формулы Био и Савара XE "формулы Био и Савара" .

2. ДИНАМИКА СПЛОШНОЙ СРЕДЫ
2.1. Силы и моменты в механике сплошной среды

В классической динамике приходится иметь дело с силами и моментами, приложенными к материальной точке или к твердому телу. В механике сплошной среды  дело обстоит сложнее и приходится рассматривать силы и моменты, приложенные в общем случае к изменяющимся элементам среды конечного размера, так как понятия материальной точки не существует. Рассматривать случаи сосредоточенных (в точке) сил, отнесенных к бесконечно малой массе dm, мы не будем, так как по второму закону Ньютона F = dm(a следовало бы, что в этой точке ускорение должно быть бесконечным.
Силы, распределенные по объему W, называются объемными XE "объемными"  или массовыми XE "массовыми" . Они обозначаются F и относятся к элементу массы (m = (((W. Т.е. сила, действующая на элемент массы, равна F((m = F((((W, следовательно, размерность F совпадает с размерностью ускорения. Примерами массовых сил могут служить гравитационные, электромагнитные, инерционные. 

Силы, распределенные по поверхности S, называются поверхностными XE "поверхностными" . Поверхностные силы будем обозначать pS и относить к элементу поверхности (S сплошной среды, а силой в обычном смысле будет произведение pSdS = pSndS. Т.е. pS имеет размерность давления. Такие силы возникают, например, на свободной поверхности среды, при взаимодействии среды с твердыми телами, а также внутри среды (внутренние поверхностные силы).

Внутренние поверхностные силы необходимо рассматривать при изучении движения отдельных частиц среды с учетом их механического влияния друг на друга. Так, например, происходит при относительном движении двух соседних соприкасающихся частиц. Это явление может наблюдаться в любом месте сплошной среды, причем для бесконечно малых частиц поверхности соприкосновения dS можно построить любым образом. Тогда и pS, зависящую от такого выбора, можно определить по-разному в зависимости от dS, т.е. ориентации нормали этой площадки, поэтому такое взаимодействие и обозначают вектором pS – с индексом S. В силу третьего закона Ньютона на одну из пары соприкасающихся частиц действует сила pSdS = pSndS, на другую –pSdS = –pSndS. Таким образом, внутренние поверхностные силы можно рассматривать в любой точке пространства, занятого сплошной средой, поэтому их часто называют по-другому: силами внутренних напряжений.
Вектор pS в общем случае не перпендикулярен к dS (рис. 8), поэтому различают нормальную составляющую pSn, называемую нормальным напряжением XE "нормальным напряжением"  или нормальным давлением, и тангенциальную pS(, называемую касательным напряжением XE "касательным напряжением"  или внутренним трением: pSdS = pSnndS + pS((dS.

Рассматривая предыдущее равенство с математической точки зрения, можно заметить, что pS не обычный вектор. Поэтому его смысл надо детально проанализировать.

Свойство вектора pS изучим с помощью представления бесконечно малой частицы в виде тетраэдра с ребрами, параллельными осям координат (рис. 9). Площади граней такого тетраэдра равны: S, S(cos(n,x), S(cos(n,y), S(cos(n,z). Единичный вектор нормали к грани ABC выразится через единичные векторы осей координат известным образом: n = cos(n,x)i + cos(n,y)j + cos(n,z)k.

Массовые силы будем считать постоянными во всем объеме W = hS/3 частицы, а внутренние поверхностные силы p1, p2, p3, pS, приложенные к соответствующим граням частицы, постоянными на своих гранях с нормалями, соответственно: i, j, k, n. Это позволяет применить к частице начало Даламбера из теоретической механики:
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откуда, сократив на S и перейдя к пределу при h ( 0, получаем инвариантное к выбору площадки равенство


pS = p1cos(n,x) + p2cos(n,y) + p3cos(n,z).
(2.1)

Это означает, что в любой точке пространства, занятого сплошной средой, существует некоторый объект, компонентами которого можно рассматривать векторы p1, p2, p3. Иными словами, этот объект может быть представлен матрицей (pij) размерностью 3 ( 3, составленной из компонент векторов p1, p2, p3,. С подобной ситуацией мы сталкивались в 1.3 при рассмотрении тензоров деформаций и скоростей деформации. Объект с компонентами pij называется тензором внутренних напряжений. XE "тензором внутренних напряжений." 
Следует заметить, что в прикладных дисциплинах механики твердого тела принята особая система обозначений компонент тензора внутренних напряжений, подчеркивающая их физический смысл. Так, компоненты нормального напряжения обозначаются (, а компоненты касательного напряжения – (. Поэтому в единой системе декартовых координат (и только в этом случае) можно применять тождественность обозначений компонент тензора внутренних напряжений:
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Равенство (2.1) позволяет применить теорему Остроградского-Гаусса к расчету поверхностных сил, приложенных к некоторому объему W сплошной среды, ограниченному замкнутой поверхностью S:
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(2.2)

Рассмотрим на примере, как определить силу, действующую на частицу сплошной среды по ее поверхности pSdS = pSndS. Пусть тензор внутренних напряжений задается матрицей своих компонент: 
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, которая характеризует изотропную среду (см. 2.3 – для изотропной среды тензор внутренних напряжений симметричен). Определим координаты вектора силы, приложенной к элементарной единичной (dS = 1) площадке dS, параллельной координатной плоскости YOZ, c вектором нормали i (т.е. dS = i): 
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. Таким образом, вектор искомой силы может быть представлен в виде суммы нормального напряжения XE "нормальным напряжением"  (или нормального давления) pSn = pSx = 4(i и одной составляющей тангенциального напряжения XE "нормальным напряжением"  (касательного напряжения XE "касательным напряжением"  или внутреннего трения) pS( = pSz = 1(k (рис. 10). В обозначениях механики твердого тела: (xx = 4, (xz = 1. На рисунке схематически показаны лишь направления напряжений (без масштаба), стрелка, выходящая за границы площадки, обозначает силу, направленную перпендикулярно ее плоскости, в отличие от стрелок, расположенных целиком внутри площадки, обозначающих касательные силы, действующие вдоль ее плоскости.
Кроме внешних сил на каждую частицу жидкости могут действовать и внешние моменты. Примером может служить момент магнитного поля Земли, действующий на каждый элемент стрелки компаса. Такой внешний момент, который действует на элемент массы (m, будем обозначать H. Его принято называть массовой парой XE "массовой парой"  (массовым моментом XE "массовым моментом" ). Размерность H совпадает с размерностью квадрата скорости.

Внешний момент, который действует на элемент поверхности (S, будем обозначать Q. Он называется поверхностной парой XE "поверхностной парой"  (поверхностным моментом XE "поверхностным моментом" ) и имеет размерность силы, деленной на длину. 

2.2. Уравнения движения сплошной среды

В теоретической механике известно уравнение количества движения материальной точки:
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где F – сумма всех действующих на нее сил. Обобщим это уравнение на конечный объем сплошной среды, состоящей из частиц, как системы материальных точек, подверженных действию рассмотренных в 2.1 сил:
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(2.3)

Уравнение количества движения конечного объема сплошной среды XE "Уравнение количества движения конечного объема сплошной среды"  (2.3), являющееся аналогом второго закона Ньютона, имеет такое же фундаментальное значение для описания движения сплошной среды. Оно справедливо и для разрывных движений, характеризующихся разрывными функциями координат и времени (но не нарушениями гипотезы сплошности – см. 1.1). 

Однако решать такое интегро-дифференциальное уравнение очень сложно.
Заменив последнее слагаемое в (2.3) с помощью (2.2), получим:
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Левую часть преобразуем с помощью (1.17):
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Подынтегральное выражение в правой части этого уравнения в свою очередь можно преобразовать с помощью уравнения неразрывности (1.21):
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Это позволит записать равенство подынтегральных выражений для элементарного объема и получить основное дифференциальное уравнение движения сплошной среды XE "уравнение движения сплошной среды" :
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(2.4)

или в проекциях на оси декартовой системы координат:
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(2.5)

где Fx, Fy, Fz – компоненты массовой силы F.

Отметим, что уравнения (2.4), (2.5) получены при предположениях:

– непрерывность и дифференцируемость векторов напряжений p1, p2, p3,

– неразрывность среды,

– непрерывность характеристик движения.

Итак, для описания движения сплошной среды имеются: скалярное уравнение неразрывности (1.21) и одно векторное (2.4) или четыре скалярных (2.5) уравнения движения. В этой системе уравнений при заданных внешних массовых силах F(Fx, Fy, Fz) неизвестными функциями пространственных координат и времени являются: плотность (, скорость V(Vx, Vy, Vz) и три вектора напряжений p1(p11, p21, p31), p2(p12, p22, p32), p3(p13, p23, p33) со своими девятью координатами. Так как число уравнений меньше числа неизвестных, то система незамкнута. Для ее замыкания необходимо использовать дополнительные соотношения между неизвестными.

В том случае, когда существенное значение для описания движения среды имеет эффект вращения каждой частицы (вихревое движение 1.6), необходимо дополнить полученное выше описание уравнением момента количества движения. В теоретической механике уравнение момента количества движения материальной точки имеет вид:
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где r – радиус-вектор ее положения относительно некоторой неподвижной точки O пространства, а M – сумма всех действующих на нее внешних моментов. 

Обобщим это уравнение на конечный объем сплошной среды, состоящий из частиц, подверженных действию рассмотренных в 2.1 сил и моментов. Но прежде необходимо вспомнить, что при описании вращения каждой частицы существенно рассмотрение скорости движения ее точек, как суммы скорости поступательного движения ее центра масс V и движения относительно ее центра масс Vотн (как, например, вращение электронов вокруг ядра атома). Это значит, что левая часть уравнения примет вид (сравните с (2.3)):
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где K – собственные (внутренние) моменты количества движения XE "собственные (внутренние) моменты количества движения" . Таким образом, учитывая все виды сил и моментов, уравнение момента количества движения для конечного объема сплошной среды XE "уравнение момента количества движения для конечного объема сплошной среды"  следует записать в виде: 
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(2.6)

Собственные моменты количества движения и внешние моменты стали рассматриваться в механике сплошной среды только в последнее время, когда появились такие ее разделы, как электрогазодинамика и магнитная гидродинамика. Мы будем рассматривать классическую часть теории (ньютонианскую среду) и вторым слагаемым в левой части уравнения (2.6) будем пренебрегать, так же как и двумя последними в правой части:
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(2.7)

Для этого случая можно получить уравнение момента количества движения в дифференциальной форме для ньютонианской среды XE "уравнение момента количества движения в дифференциальной форме" , если преобразовать последний интеграл с помощью теоремы Остроградского-Гаусса (понимая под V в формуле (1.15) r(pS):
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Подынтегральное выражение правой части преобразуется следующим образом:
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так как r = xi + yj + zk. А так как p1 = p11i + p21j + p31k, p2 = p12i + p22j + p32k, p3 = p13i + p23j + p33k то:

i ( p1 + j ( p2 + k ( p3 = i ( jp21 + i ( kp31 + j ( ip12 + j ( kp32 + k ( ip13+ k ( jp23 =

= i(p32 – p23) + j(p13 – p31) + k(p21 – p12),

учитывая, что i ( i = j ( j = k ( k = 0. Таким образом, из (2.7) получаем:
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или, в силу (2.4), уравнение момента количества движения в дифференциальной форме XE "уравнение момента количества движения в дифференциальной форме" :


i(p32 – p23) + j(p13 – p31) + k(p21 – p12) = 0.
(2.8)

Т.е. уравнение момента количества движения в классическом случае сводится к условию симметричности тензора напряжений:

p32 = p23, p13 = p31, p21 = p12.

Однако, несмотря на три дополнительных уравнения (являющиеся следствием закона сохранения момента количества движения), полученная система уравнений движения сплошной среды остается незамкнутой. Дополнительные соотношения могут дать модели конкретной среды, рассматриваемые в 2.3.

2.3. Виды сплошной среды

Раздел механики, посвященный построению моделей сплошной среды, называется реологией XE "реологией" . Она основывается на экспериментальном изучении свойств сред и, как нетрудно видеть из перечня неизвестных в 2.2, имеет целью определить дополнительные соотношения для компонент тензора внутренних напряжений P.

Экспериментальные данные показывают, что большинство сред обладает специфическим свойством: отсутствием или малостью касательных напряжений pS(, т.е. вектор pS можно считать перпендикулярным любой площадке взаимодействия dS и совпадающим с нормальным напряжением pSn (см. рис. 8). Среду, обладающую таким свойством, называют идеальной жидкостью XE "идеальной жидкостью"  или идеальным газом XE "идеальным газом" .
Указанное свойство для любой площадки с нормалью n можно выразить соотношением, вытекающим из (2.1):

pSn = p1i = p2j = p3k = –p,

где –p – общее значение скалярных произведений. Величину p называют давлением XE "давлением" . Его особенность заключается в независимости от рассматриваемого направления взаимодействия частиц (следствием этого является закон Паскаля). При p > 0 среда, как показывает опыт, находится в сжатом состоянии, поэтому и использован знак минус. Таким образом, матрица компонент тензора внутренних напряжений в идеальной жидкости (газе) имеет вид:
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(2.9)

и целиком определяется скаляром p.

Понятно, что идеальная жидкость не единственно возможная модель сплошной среды, позволяющая определить компоненты тензора внутренних напряжений. Можно, например, рассматривать компоненты тензора внутренних напряжений как функции компонент тензора деформации:


pij = f(((().
(2.10)

Такая среда в общем случае называется упругой (упруго-пластической) XE "упругой" . В частном случае линейности f (без свободных членов) это соотношение приобретает вид обобщенного закона Гука XE "закона Гука" :
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Изучением таких сред, которые описываются компонентами тензора Aij((, занимается теория упругости и пластичности XE "теория упругости" .

Особое место в механике сплошной среды занимает модель вязкой жидкости (вязкого газа) XE "вязкой жидкости" , предполагающая связь тензора внутренних напряжений с тензором скоростей деформации:


pij = f(e((). 
(2.12)

В частном случае линейности связь представляется в виде закона Навье-Стокса XE "закона Навье-Стокса"  (или обобщенного закона вязкости Ньютона):
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(2.13)

где (ij – элементы единичной матрицы (с единицами на главной диагонали и нулями на всех остальных местах), а тензорный коэффициент линейности Bij((, содержащий 81 компоненту, описывает свойства вязкой жидкости.
Тесно связаны с тензорами Aij(( и Bij(( понятия изотропии и анизотропии. Если свойства среды в разных направлениях одинаковы, то она называется изотропной XE "изотропной" , в противном случае – анизотропной XE "анизотропной" . В изотропной среде указанные тензоры симметричны и не зависят от выбора системы координат. Можно показать [1], что в этом случае все компоненты тензоров Aij(( и Bij(( выражаются всего лишь через два независимых параметра ((1 и (1 для Aij(( и ( и ( для Bij((), называемых коэффициентами Ламе. XE "коэффициентами Ламе."  
В итоге закон Гука для изотропной упругой среды приобретет вид:
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а закон Навье-Стокса для вязкой изотропной жидкости (газа):
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(2.15)

В теории упругости принято рассматривать следующие характеристики материалов, связанные с коэффициентами Ламе:

модуль Юнга
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характеризующий сопротивление материала сжатию или растяжению,

и коэффициент Пуассона
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показывающий во сколько раз уменьшается поперечное сечение образца из данного материала при его растяжении. Размерность (1 и (1  в СИ – [Н/м2].
В теории вязкой жидкости (вязкого газа) ( называется коэффициентом внутреннего трения XE "коэффициентом внутреннего трения"  или динамическим коэффициентом вязкости XE "динамическим коэффициентом вязкости" . Последнее слагаемое в правой части (2.15) задает компоненты тензора вязких напряжений (ij, т.е. силы внутреннего трения (касательного напряжения, вязкости, см. рис. 8 в 2.1). XE "касательным напряжением"  Используются также такие характеристики среды, как 
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 – кинематический коэффициент вязкости (коэффициент линейной вязкости) XE "кинематическим коэффициентом вязкости (коэффициен-том линейной вязкости)"  и 
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 – второй коэффициент вязкости (коэффициент объемной вязкости). XE "вторым коэффициентом вязкости (коэффициентом объемной вязкости)."  Размерность (, ( и ( в СИ – [Н(с/м2], а ( – [м2/с].

Нетрудно видеть, что упомянутые модели для идеальной и вязкой среды вводят еще одну неизвестную, которой не было в уравнениях движения – давление p. Т.е. для замыкания системы уравнений движения жидкости и газа оказывается необходимым еще одно скалярное соотношение. В этом качестве чаще всего применяются уравнения, представляющие различные гипотезы связи плотности с давлением: 


( = ((p).
(2.16)
Жидкость и газ в этом случае называются баротропными XE "баротропной" . Заметим, что в теории упругости и пластичности нет места для давления, распространяющегося во всей толще среды, поэтому система уравнений движения (деформации) твердого тела не требует для своего замыкания уравнения баротропии.
Некоторые виды баротропии перечислены ниже.

1. ((p) = const – случай несжимаемой жидкости XE "несжимаемой жидкости" , или 
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2. ((p) = Cp, где C – постоянная, – случай изотермического XE "изотермического"  процесса.

3. ((p) = 
[image: image86.wmf]n
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, где C и n – постоянные, – случай политропного XE "политропического"  процесса, n называется показателем политропы XE "показателем политропы" .

4. ((p) = 
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 – уравнение Клапейрона-Менделеева для совершенного газа XE "совершенного газа" , где 
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, тогда уравнение баротропы можно записать в виде: 
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Сплошной средой, в которой температура не одинакова и может изменяться, занимается термодинамика, которую тоже можно рассматривать, как часть механики сплошной среды. При таком подходе наиболее общее описание механики и термодинамики сплошной среды будет содержать следующие уравнения, записываемые в зависимости от рассматриваемой задачи в интегральной или в дифференциальной форме (как, например, уравнение количества движения конечного объема сплошной среды XE "Уравнение количества движения конечного объема сплошной среды"  (2.3) или дифференциальное уравнение движения сплошной среды (2.4), соответственно):
– уравнение неразрывности (закон сохранения массы);
– уравнение импульсов (закон сохранения количества движения);

– уравнение закона сохранения моментов количества движения;

– уравнение закона сохранения энергии;

– уравнение энтропии (второй закон термодинамики).

Механика


твердого тела





Теория 


упругости и


пластичности


(напряженно-деформированное состояние 


твердого тела)





Аэромеханика





Теория газа 


(в основном сжимаемого, 


невесомого):


– аэродинамика,


– аэростатика,


– газодинамика 


(течение газа,


сверхзвук, горение,


многофазные среды)





Гидромеханика





Теория жидкости (в основном 


несжимаемой, тяжелой):


– гидростатика,


– гидродинамика








МЕХАНИКА СПЛОШНОЙ СРЕДЫ





�


Рис. 2.





� EMBED Word.Picture.8  ���


Рис. 1.











��


Рис. 3.





�� EMBED Equation.3  ���


Рис. 4.





�


Рис. 6.





� EMBED Word.Picture.8  ���


Рис. 5.





�V ~ r


Рис. 7.





�


Рис. 8.








�


Рис. 9.
































































































































�


Рис. 10.








_1377971959

_1378130840

_1378991627

_1394824512

_1395061295

_1395145631

_1396859294.unknown

_1397235365.unknown

_1396859240.unknown

_1395082095

_1394828823.unknown

_1379945617

_1394278184.unknown

_1394278326

_1394276400.unknown

_1378993718

_1378136458

_1378727822

_1378733919

_1378739978.unknown

_1378744274

_1378734049

_1378739918.unknown

_1378733752

_1378733759

_1378727857

_1378137165

_1378727562

_1378727696

_1378137389

_1378137463

_1378137492

_1378137264

_1378137067

_1378137114.unknown

_1378136472

_1378133128

_1378135097

_1378136429

_1378134074

_1378131369

_1378133073

_1378130854

_1377975434

_1378128698

_1378130502

_1378130818.unknown

_1378130519

_1378130475

_1377975487

_1377975563

_1377975480

_1377972634

_1377973421.unknown

_1377974998

_1377972718

_1377973336.doc


y







Рис. 1.







B







V(A)







x







O







A



















–V(A)












_1377972574

_1377972593

_1377972040

_1377970144

_1377970789

_1377971034

_1377971474

_1377971899

_1377971053

_1377970885

_1377970933

_1377970847

_1377970491

_1377970622

_1377970776

_1377970611

_1377970278

_1377970347

_1377970175

_1377966541

_1377967236

_1377968573

_1377969932

_1377967260

_1377967160

_1377967215.unknown

_1377966859

_1377967146

_1377963302

_1377965221

_1377965967

_1377963307

_1377965107.doc






t+(t







t







V((t







V(t







O(







A(







((







(







A







O












_1377957538

_1377962738.unknown

_1377957534

_1232471887.unknown

