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3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА

Исторически так сложилось, что теория, описывающая движение жидкости и газа, развивалась как одна наука, а теория, описывающая состояние деформированного твердого тела, как другая. Это можно понять, так как особенность газов и жидкостей заключается в том, что отдельные их частицы движутся не только относительно друг друга, но и все вместе, и именно описание их перемещения (см. 1.3) является целью теории. Поэтому в дальнейшем мы не будем делать принципиального различия между жидкостью и газом, используя и то и другое понятие. Целью же теории упругости и пластичности является определение взаимного смещения частиц друг относительно друга – деформации (см. 1.3) твердого тела, а скорость перемещения не играет существенной роли.

3.1. Уравнения Навье-Стокса

Рассмотрим наиболее общий случай жидких и газообразных тел, встречающихся на Земле, изотропную вязкую сжимаемую жидкость XE "изотропной вязкой сжимаемой жидкости" 

 XE "изотропной вязкой сжимаемой жидкости" . Для описания ее движения выразим компоненты тензора внутренних напряжений pij в основном дифференциальном уравнении движения сплошной среды (2.5) с помощью соответствующей модели (2.15). Так, последние слагаемые в уравнении по оси x примут вид:
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Подставляя сюда выражения компонент тензора скоростей деформации из (1.6), получим с использованием оператора Лапласа (1.26) выражение:
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В итоге, после деления на ( и раскрытия полной производной по времени (1.16), получаем из (2.5) систему дифференциальных уравнений движения изотропной вязкой сжимаемой жидкости XE "дифференциальных уравнений движения изотропной вязкой сжимаемой жидкости" :
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 (3.1)

или в векторном виде:
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(3.2)

называемых уравнениями Навье-Стокса XE "уравнениями Навье-Стокса" .

Эти уравнения вместе с уравнением неразрывности (1.21) составляют принципиально разрешимую относительно V и p систему уравнений, если заданы F, (, ( и (. Однако ее решение в аналитическом виде для произвольного случая невозможно. Численное решение для обтекания реального крыла самолета было впервые получено только в конце 60-х годов XX века, благодаря появлению мощных вычислительных машин. Но и до сих пор такое решение представляет собой сложную задачу вычислительной математики.

Поскольку уравнения (3.1), (3.2) описывают движение классической жидкости и газа в случае наиболее общей их модели, то их исследование позволяет построить практически всю гидрогазодинамику (гидродинамику, аэродинамику, газодинамику).

3.2. Уравнения движения вязкой несжимаемой изотропной среды

Поскольку большинство известных жидкостей (не газов) являются практически несжимаемыми, постольку описание их движения представляет особый интерес. Из уравнений Навье-Стокса (3.1) или (3.2) легко получить уравнения движения вязкой несжимаемой изотропной жидкости XE "уравнения движения вязкой несжимаемой изотропной жидкости" . Для этого достаточно использовать уравнение неразрывности в форме уравнения несжимаемости (1.23): divV = 0, благодаря чему выпадает предпоследнее слагаемое, содержащее (:
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(3.3)

или в координатной форме:
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(3.4)

Модель вязкой несжимаемой жидкости можно представить в виде:
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(3.5)

вытекающем из закона Навье-Стокса (2.15) в силу (1.23), т.е. для несжимаемой жидкости понятие второго коэффициента вязкости теряет смысл. Но зато открывается смысл именно второго коэффициента вязкости ( – коэффициента объемной вязкости – сопротивление изменению объема.

3.3. Уравнения движения идеальной среды

Из сравнения выражений (2.9) и (2.13) следует, что идеальные жидкость и газ характеризуются как невязкие XE "невязкая" . Это же вытекает и из физической сущности вектора внутренних напряжений pS при отсутствии касательных составляющих напряжения (см. 2.1). Приведенные рассуждения позволяют очень просто получить уравнения движения идеальной жидкости XE "уравнения движения идеальной жидкости"  из уравнений Навье-Стокса – достаточно опустить в них слагаемые с коэффициентами вязкости ( и (:
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или в координатной форме:
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(3.7)

Эти уравнения называются уравнениями Эйлера XE "уравнениями Эйлера" .

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в справедливости равенства:
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что позволяет записать уравнения Эйлера в форме Громеки-Лемба XE "уравнения Эйлера в форме Громеки-Лемба" :
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(3.8)

Составим полную систему уравнений движения идеальной жидкости в случае ее несжимаемости XE "полную систему уравнений движения идеальной жидкости в случае ее несжимаемости" . В нее войдут уравнения Эйлера, и уравнение неразрывности. Однако уравнение неразрывности для случая несжимаемости (постоянства () распадается на два независимых уравнения: (1.23) и 
[image: image12.wmf]0

t

d

d

=

r

. Таким образом для определения полей вектора скорости V(x, y, z, t) и давления p(x, y, z, t) при заданных полях вектора внешних сил F(x, y, z, t) и независящей от времени плотности ((x, y, z) служит замкнутая система уравнений:
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(3.9)

Заметим, что последнее уравнение служит лишь для того, чтобы задать независимость плотности от времени.

Если жидкость однородна, т.е. плотность одинакова не только во времени, но и в разных точках пространства: ( = const, то замкнутая полная система уравнений движения идеальной однородной несжимаемой жидкости XE "система уравнений движения идеальной однородной несжимаемой жидкости"  состоит из двух первых уравнений (3.9).

Однако даже для однородной идеальной несжимаемой жидкости в общем случае аналитическое решение полной системы уравнений по-прежнему невозможно. Только введение дополнительных предположений позволит получить аналитическое решение, которое можно будет физически интерпретировать.

3.4. Интеграл Бернулли

Рассмотрим такие предположения для идеальной жидкости. Наличие в уравнении Эйлера в форме Громеки-Лемба нескольких операторов grad наталкивает на мысль о возможности внесения под него и других членов при определенных условиях.

Случай А. Установившееся движение идеальной жидкости в поле потенциальных внешних сил. XE "Установившееся движение идеальной жидкости в поле потенциальных внешних сил." 
Предположение 1. Движение установившееся: 
[image: image14.wmf].
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Предположение 2. Внешние массовые силы допускают потенциал U XE "потенциал U" , т.е. F = grad U.

При этих предположениях рассмотрим проекцию уравнения Эйлера в форме Громеки-Лемба на произвольную линию L с текущим направлением l:
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Вдоль линии L можно ввести функцию давления XE "функцию давления" 
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определенную только на данной линии, тогда предыдущее уравнение приобретает удобный для анализа вид:
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Правая часть этого уравнения безусловно обращается в нуль, если линия L в каждой своей точке имеет направление l, совпадающее с V или rot V. Такими линиями служат: в первом случае линии тока, совпадающие при установившемся движении с траекториями частиц (см. 1.4), а во втором случае вихревые линии. Этот факт позволяет получить первый интеграл уравнений XE "первый интеграл уравнения"  установившегося движения идеальной жидкости в поле потенциальных внешних сил вдоль линии тока или вихревой линии XE "установившегося движения идеальной жидкости в поле потенциальных внешних сил вдоль линии тока или вихревой линии" :
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(3.10)

называемый интегралом Бернулли XE "интегралом Бернулли" .

Постоянную в правой части уравнения (3.10) достаточно определить в одной точке линии тока (или вихревой линии) по значению левой части. Если кроме этого на выбранной линии (тока или вихревой) известна функция давления P(p), то по скорости и внешним силам можно однозначно определить давление в любой точке этой линии. Интеграл Бернулли имеет фундаментальное значение в теории идеальной жидкости и идеального газа, является основным уравнением в гидравлике и пневматике, поэтому иногда называется законом Бернулли XE "законом Бернулли" .

Заметим, что в частном случае потенциального (безвихревого) движения V(rotV = 0 во всей области потенциальности, и интеграл Бернулли справедлив для всей этой области, а не только вдоль линий тока или вихревых линий, и называется интегралом Бернулли-Эйлера XE "интегралом Бернулли-Эйлера" .

В другом частном случае – несжимаемой XE "несжимаемой"  жидкости интеграл Бернулли или интеграл Бернулли-Эйлера принимает вид:
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а еще и при отсутствии внешних массовых сил:
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Немаловажное прикладное значение имеет вид интеграла Бернулли и в других частных случаях баротропной жидкости (см. 2.3). Так, для изотермического течения газа, при котором ( = ((p) = Cp и внешними массовыми силами можно пренебречь, функция давления 
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 и интеграл Бернулли приобретает вид:
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Для политропного течения газа ( = ((p) = Cp1/n нетрудно получить 
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. Тогда в отсутствии внешних массовых сил можно записать интеграл Бернулли в виде:
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В случае отсутствия притока тепла извне течение называется адиабатическим, показатель политропы для совершенного газа вырождается в показатель адиабаты (, а интеграл Бернулли для адиабатического течения сжимаемого совершенного газа в отсутствии внешних массовых сил принимает вид: 
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(3.13)

Уравнения (3.12) и (3.13) обычно (в прикладных науках: гидравлике и аэродинамике) называются уравнениями Бернулли, соответственно, для несжимаемой и сжимаемой сред.

Случай Б. Потенциальное движение идеальной баротропной жидкости. XE "Потенциальное движение идеальной баротропной жидкости." 
Предположение 1. Движение потенциальное, тогда rotV = 0 и можно ввести потенциал скоростей ( так, что V = grad( (см. 1.6).

Предположение 2. Жидкость баротропная, тогда ( = Ф(p) (см. 2.3) и можно ввести потенциал давления XE "потенциал давления"  для всего пространства, занятого жидкостью:
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При этих предположениях уравнение Эйлера в форме Громеки-Лемба приобретает вид
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позволяющий сделать два вывода:

а) так как в левой части этого уравнения находится градиент некоторой потенциальной функции, то в правой части должно быть так же, т.е. массовые силы должны обладать потенциалом XE "потенциалом"  U, так что F = grad U (т.е. для потенциального движения идеальной жидкости условия потенциальности внешних сил и условие баротропности среды эквивалентны);
б) учитывая предыдущий вывод и перенеся все слагаемые в левую часть уравнения, можно утверждать, что существует некоторая потенциальная функция – первый интеграл дифференциального уравнения Эйлера:
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(3.14)

где f(t) – некоторая произвольная функция времени. Это выражение выполняется во всех точках области потенциального движения идеальной баротропной жидкости XE "потенциального движения идеальной баротропной жидкости"  и называется интегралом Коши-Лагранжа XE "интегралом Коши-Лагранжа" .

Неизвестную функцию f(t) можно найти по изменению значения левой части (3.14) в какой-то одной точке пространства. Так, в частности, можно найти распределение давления по поверхности тела в жидкости по известным потенциалам ( и U.

В частном случае установившегося потенциального движения идеальной баротропной жидкости интеграл Коши-Лагранжа приобретает вид:
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– интеграла Бернулли-Эйлера, в котором const одна для всей массы баротропной жидкости, в которой потенциал давления зависит только от давления.
Рассмотрим интеграл Бернулли для несжимаемой жидкости в поле силы тяжести, действующей по оси z, (U = gz):
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(3.15)
где g – ускорение силы тяжести, правая часть вычислена для определенной точки A выбранной линии тока, а левая – для произвольной ее точки. Разрешив это уравнение относительно давления в точке на линии тока:
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(3.16)
можно заметить, что оно распадается на две части различной физической природы. Выражение pA + (g(zA – z) не зависит от движения и определяется лишь глубиной погружения точки относительно исходной – оно называется гидростатическим (аэростатическим) давлением XE "гидростатическим (аэростати-ческим) давлением" . Напротив, выражение 
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 определяется только скоростью и называется динамическим давлением XE "динамическим давлением" .

Предположим, что линия тока расположена в горизонтальной плоскости (z = zA) или сила тяжести пренебрежимо мала. Тогда второе слагаемое в правой части выражения для давления пропадает и в критической точке линии тока (где V = 0, см. 1.4)
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давление максимально, его называют полным давлением XE "полным давлением"  и обозначают p0. В любой другой точке линии тока давление будет меньше полного на величину 
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, называемую скоростным напором XE "скоростным напором" . Разность между полным давлением и скоростным напором называется статическим давлением XE "статическим давлением"  или просто давлением XE "давлением" , оно и обозначалось через p.

Проведенный анализ интеграла Бернулли позволяет построить некоторые практические приложения, как для жидкости, так и для газа.
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Трубка Пито-Прандтля XE "Трубка Пито-Прандтля"  (рис. 11) представляет собой тонкий прибор, состоящий из двух трубок, соединенных с манометром. Другой конец 1 одной из трубок вводится в поток прямо навстречу ему – в этой точке скорость равна нулю, а давление – полному. Отверстие 2 другой трубки расположено в боковой части прибора так, чтобы потока жидкости в него не было, и линии тока проходили бы мимо него, не искажаясь. В этой точке скорость течения и статическое давление с небольшой погрешностью, вносимой присутствием трубки, соответствуют скорости и давлению в этой точке течения в отсутствии прибора. Таким образом, манометр покажет разность между полным и статическим давлением, т.е. величину скоростного напора. Если известна плотность жидкости, то можно вычислить скорость потока. Трубка Пито-Прандтля под названием приемника воздушного давления XE "приемника воздушного давления"  получила широкое применение в авиации для измерения скорости полета.

При безотрывном течении несжимаемой жидкости по горизонтальной (в поле сил тяжести) трубке переменного сечения можно применить интеграл Бернулли для z = zA в виде:
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В силу несжимаемости и неразрывности объемный расход жидкости через каждое сечение, в котором скорость можно считать постоянной, неизменен: VS = const. Таким образом, в минимальном сечении трубки скорость максимальна, а давление минимально. Этот эффект используется в струйных насосах (рис. 12), когда в минимальном сечении Smin трубки I создается давление меньшее, чем давление в опустошаемом сосуде II.

3.5. Взаимодействие жидкостей и газов с обтекаемыми телами
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Основная задача теории жидкости и газа – определение их механического взаимодействия с соприкасающимися телами. Для выявления общих свойств такого взаимодействия рассмотрим установившееся поступательное движение произвольной сплошной среды. Выберем некоторый объем W таким образом, чтобы в нем сохранялось общее количество массы жидкости. Для этого достаточно ограничить его поверхностью S, состоящей из боковой поверхности трубки тока (0, ее торцевых поверхностей на входе S1 и выходе S2 и поверхности (1 обтекаемого тела, расположенного внутри трубки тока (рис. 13).

В этом случае справедливы уравнение неразрывности (1.22) и уравнение количества движения конечного объема сплошной среды (2.3). 

В силу стационарности движения уравнение неразрывности, проинтегрированное по поверхности S, даст уравнение сохранения массы в виде условия равенства входящей в трубку тока жидкости и выходящей из нее:
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(3.17)

в котором учтено условие (Vn = 0) непротекания жидкости через боковую поверхность трубки тока (0 и поверхность тела (1.

Преобразуем левую часть уравнения (1.22) с помощью первого из равенств (1.17) и теоремы Остроградского-Гаусса (1.15) с учетом движения:
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тогда уравнение количества движения примет вид:
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Обозначим в этом уравнении часть последнего интеграла через –R0:
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что представляет собой главный вектор поверхностных сил, действующих на жидкость со стороны тела и боковых границ трубки тока. Соответственно R0 – главный вектор поверхностных сил, действующих на тело и боковые границы трубки тока со стороны жидкости или газа.

Введем несколько предположений, упрощающих дальнейшие рассуждения.

1. Внешних массовых сил нет. Тогда из условия непротекания жидкости через (0 и (1 следует:
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(3.18)

2. Жидкость идеальна. Тогда в сечениях S1 и S2 напряжения pS сводятся к давлениям –p1 и –p2.

3. Жидкость несжимаемая. Тогда в сечениях S1 и S2, плотность (1 = (2, и справедлив интеграл Бернулли в виде (3.12).

4. Поверхности S1 и S2 расположены настолько далеко от  обтекаемого тела, что первоначально однородный поступательный поток на S1 выравнивается на S2 и на них плотности (1 и (2, давления p1 и p2 и модули скорости V1 и V2 постоянны, а скорости нормальны к ним. Тогда из (3.17) и (3.18) с учетом направления внешних нормалей следует:
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а в интеграле Бернулли (2.25) можно использовать одну и ту же постоянную p0 для всех линий тока:
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5. Поверхности S1 = S2, т.е. за телом в жидкости нет полостей, распространяющихся в бесконечность. Тогда из предыдущих соотношений следует: (V1 = (V2, V1 = V2, p1 = p2 и, следовательно, R0 = 0.

Устремим поперечный размер трубки тока к бесконечности. Если других обтекаемых тел нет, то на бесконечном удалении от обтекаемого тела поток невозмущен и его линии тока представляют собой прямые линии. Поэтому форма боковой поверхности (0 стремится к цилиндрической. Но тогда часть силы R0, действующая на (0, направлена перпендикулярно образующим трубки тока и, следовательно, скорости течения жидкости. Так как вся R0 = 0, то и другая часть силы R0, действующая на обтекаемое тело, должна быть перпендикулярна скорости. Таким образом, в продольном направлении сила воздействия потока на тело равна нулю, т.е. сопротивление равно нулю.
Этот вывод, противоречащий человеческому опыту, называется парадоксом Даламбера-Эйлера XE "парадоксом Эйлера-Даламбера" . Причина его во введенных предположениях, каждое из которых в реальных средах невыполнимо. Этот пример ярко показывает, что с предположениями, упрощающими постановку задачи, необходимо обращаться очень осторожно.

В реальных средах сопротивление движению тела всегда существует. Главный вектор воздействия среды на тело:
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всегда ненулевой и направлен, в общем случае, под углом к скорости в противоположную движению сторону. Только в случае строго симметричного обтекания симметричного тела этот вектор прямо противоположен вектору скорости. Поэтому парадокс Даламбера-Эйлера для шара вообще отрицает наличие какой бы то ни было силы взаимодействия со средой.

3.6. Постановка задач в теории жидкости и газа

Таким образом, необходимо уметь вычислять главный вектор (а также главный момент) воздействия среды на тело. Формула (3.19) дает возможность вычислить главный вектор по известному распределению поверхностных сил. В свою очередь, распределение поверхностных сил может быть найдено в результате решения основного уравнения движения сплошной среды (2.4) или (2.5) совместно с уравнением неразрывности (1.21) – для непрерывного обтекания. Рассмотрим подробнее, какие дополнительные соотношения и условия необходимо использовать для возможности решения этих дифференциальных уравнений с частными производными первого порядка.

Одним из аргументов производных в этих уравнениях является время. Поэтому необходимо задать начальные условия XE "начальные условия" : значения всех параметров среды в начальный момент, от которого можно производить отсчет времени. Начальные условия имеют вид функций, заданных во всех точках описываемой области.

Наличие производных по пространственным координатам требует знания граничных условий XE "граничных условий" : значения всех параметров среды на ее границе (на стенках сосуда, на свободной поверхности, на поверхности обтекаемых тел). Корректность задания граничных условий определяется математическими требованиями [4] и здесь не рассматривается. В случае неустановившегося движения граничные условия имеют вид функций не только от координат граничных точек, но и от времени.

В качестве граничных условий в зависимости от постановки конкретной задачи могут быть использованы следующие:

– условия прилипания XE "условия прилипания" : 


Vсреды = Vграницы,
(3.20)

которые постулируют равенство векторов скоростей движения границ среды (свободных поверхностей и поверхностей тел) и частиц среды, попавших на них;

– условия непроникания XE "условия непроникания" :


Vn среды = Vn границы,
(3.21)

которые постулируют отсутствие движения частиц среды через границу, например, твердого тела, при этом движение вдоль поверхности (для идеальной жидкости) может присутствовать;

– условия на свободной поверхности XE "условия на свободной поверхности"  в общем случае задаются в виде распределения поверхностных сил:

pS = f(x, y, z, t)|границы,

имеющих как нормальные, так и касательные составляющие; в некоторых случаях (например, для идеальных жидкостей) эти условия сводятся к простейшему условию, наложенному на давление: p = p0.

Особой разновидностью граничных условий являются условия в бесконечности XE "условия в бесконечности" , если среда простирается до бесконечности. Чаще всего в роли таких условий выступают нулевые (или заданные) значения скорости и заданное значение давления, как пределы соответствующих характеристик среды.

Если система уравнений (2.4), (1.21) замкнута с помощью одной из моделей сплошной среды (см. 2.3), то начальных и корректных граничных условий достаточно для математической постановки задачи динамики жидкости и газа. Т.е. такая задача в принципе разрешима. Но даже для современных компьютеров она требует разработки весьма сложных методов вычислительной математики. Поэтому большое значение имеют упрощения постановки задач, основанные на особенностях рассматриваемых движений, позволяющих уменьшить количество неизвестных.

Установившееся движение XE "Установившееся движение"  (см. 1.4) позволяет исключить зависимость параметров движения от времени и отказаться от начальных условий.

Плоскопараллельным движением XE "Плоскопараллельным движением"  называется такое движение, в котором можно ввести систему декартовых координат, одна из которых оказывается несущественной. Обычно в таком случае существенные координаты обозначают x и y. Картину такого движения можно изобразить на плоскости, что очень важно для понимания сути многих процессов в теории жидкости и газа.

Если движение можно описать с помощью цилиндрической системы координат, в которой полярный угол несущественен, то оно носит название осесимметрического движения XE "осесимметрического движения" .

В некоторых задачах существенной остается только одна координата, в общем случае криволинейная. Такое движение называется одномерным XE "одномерным" . Если такое движение еще и установившееся, то единственная производная становится обыкновенной, что существенно облегчает решение.

Автомодельным движением XE "Автомодельным движением"  называется такое движение, которое может быть описано тремя существенными независимыми аргументами:
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вместо четырех координат x, y, z, t, здесь ( – некоторая постоянная. Автомодельные одномерные неустановившиеся движения позволяют обойтись одной независимой переменной вида ( = x/t( и использовать обыкновенные дифференциальные уравнения.

Уравнения механики сплошной среды являются нелинейными дифференциальными уравнениями. С одной стороны, нелинейность привносит в решение задач значительные математические трудности. С другой стороны, она связана с особыми физическими эффектами. Однако ряд задач можно поставить таким образом, чтобы они решались как линейные. В некоторых случаях это позволяет на основе теории линейных дифференциальных уравнений получить даже аналитическое решение.

Для упрощения задач в этом направлении применяются два приема: принцип малых возмущений и линеаризация. Принцип малых возмущений XE "Принцип малых возмущений"  предполагает возможность рассматривать движение, как состоящее из двух (а иногда и более) налагаемых друг на друга движений. Например, малые отклонения от установившегося поступательного движения или малые возмущения в покоящейся среде. В общем случае для этого достаточно, чтобы на определенной стадии можно было бы записать параметры общего движения в виде суммы: s = s0 + s( известной функции s0 и искомого малого добавка s(. Подстановка такой суммы в уравнения движения или в граничные условия позволяет произвести линеаризацию XE "линеаризацию"  – пренебрежение членами более высокого порядка малости, чем первый. Получающиеся в результате такой процедуры линейные задачи обладают замечательным свойством: их частные решения можно суммировать. Таким образом, используется принцип суперпозиции XE "принцип суперпозиции"  линейных решений. В некоторых задачах можно проводить линеаризацию и суперпозицию в несколько последовательных приемов, отыскивая на каждом из них добавки (уточнения) все более высокого порядка.

Но наиболее мощным методом теоретических и экспериментальных исследований в механике сплошной среды является теория подобия. Основу ее составляет (-теорема (по названию греческой буквы "пи"). Она утверждает, что всякое физическое явление может быть описано определенным числом безразмерных степенных комплексов (критериев подобия) вида:
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составленных из характерных размерных параметров ui этого явления. Здесь mi и C ( безразмерные числа. Показатели степеней могут быть определены решением системы линейных алгебраических уравнений, исходя из соотношения размерностей, а C ( из эксперимента. Таким образом, можно определить значения критериев подобия, характеризующих особенности течения среды, которые необходимо сохранять при построении подобных моделей исследуемых явлений. Иначе говоря, теория размерности позволяет построить дополнительные соотношения между параметрами изучаемого явления, которые могут помочь замкнуть систему уравнений или заменить некоторые из уравнений более простыми.

Из основных физических параметров движения сплошной среды можно составить следующие критерии подобия.

Число Маха:
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характеризующее сжимаемость газа ( чем больше M, тем сильнее проявляется сжимаемость.

Число Рейнольдса:
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где l ( характерный линейный размер задачи, учитывает влияние вязкости среды ( чем больше Re, тем слабее эффекты вязкости и тем ближе среда к идеальной.

Число Струхаля:
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где t ( характерный интервал времени в задаче, является оценкой нестационарности явления.

Число Фруда:
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характеризующее влияние силы тяжести.

Число Эйлера:
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характеризующее влияние давления.

Число Ньютона:
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характеризующее влияние внешних сил.

Для некоторых задач может выявиться существенность и других критериев подобия. Однако и этот перечень достаточно велик. Если учесть, что в экспериментах стремятся сохранить еще и геометрическое подобие по трем координатам, то становится ясно, что выдержать все критерии одновременно практически невозможно. Поэтому эксперименты никогда не носят единичный характер, а строятся с сохранением различного набора критериев подобия.

3.7. Понятие о методах решения задач теории жидкости и газа

( Многие фундаментальные выводы в теории жидкости и газа позволяет получить теория функций комплексного переменного [4]. Ее применение рассмотрим на примере изучения плоского установившегося безвихревого (потенциального) движения несжимаемой однородной жидкости.

Для такого движения уравнение неразрывности (1.23) принимает вид:
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Уравнение линии тока (1.9) для плоского случая дает:
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Т.е. уравнение неразрывности служит для последнего уравнения условием существования полного дифференциала d( = 0 некоторой функции ((x, y):
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(3.28)

Вдоль линии тока ((x, y) = const, поэтому ((x, y) называется функцией тока. Заметим, что согласно (1.25) функция тока связана с потенциалом скорости безвихревого движения:
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(3.29)

Из дифференцирования первого из этих уравнений по y, а второго по x, следует, что функция тока удовлетворяет уравнению Лапласа (( = 0, как и потенциал скорости.

В теории функций комплексного переменного [4] уравнение (3.29) известно, как условие Коши-Римана для существования аналитической (имеющей производную) функции w(z) комплексного переменного z = x + iy  (где 
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 – мнимая единица):


w(z) = ((x, y) + i((x, y),
(3.30)

которая называется комплексным потенциалом скорости. Его производная определяется выражением:
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(3.31)
откуда следует, что модуль производной комплексного потенциала скорости равен модулю скорости:
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Мы будем рассматривать комплексную скорость:
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где 
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 – означает комплексно-сопряженную величину, отличающуюся знаком мнимой части (перед i). Нетрудно заметить, что:
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(3.33)
Рассмотрим несколько примеров комплексного потенциала скорости.
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1. w = Cz. Если C = C1 + iC2 и z = x + iy комплексные, то w = (C1 + iC2)(x + iy) = C1x – C2y + i(C2x + C1y) и линии тока опишутся уравнениями C2x + C1y = const, т.е. прямыми. Нетрудно получить и величины компонент скорости: Vx = C1, Vy = – C2. Т.е. С = 
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 описывает равномерное поступательное плоскопараллельное безвихревое движение несжимаемой жидкости (рис. 14).

2. 
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, где q вещественное число. Любую комплексную величину можно представить через модуль r и аргумент ( в виде: z = r(cos( + isin() = rei(. Тогда выражение
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[image: image140.wmf]дает возможность из условия ( = const найти линии тока: ( = const, т.е. прямые лучи, исходящие из начала координат. Так как с увеличением r при q > 0 ( растет, то по определению потенциала скорости (1.25) такое течение представляет собой источник (рис. 15), а при q < 0 сток. Количество жидкости, протекающее через окружность радиуса r, определится с помощью модуля скорости 
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 по формуле 
[image: image69.wmf]q

r

2

q

r

2

=

p

p

, как независящая от r величина. Таким образом, q определяет расход источника или стока.

3. 
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, где Г вещественное число. В этом случае 
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 и линии тока из условия ( = const представляют собой окружности r = const. Если Г > 0, то движение по этим окружностям осуществляется против часовой стрелки. Циркуляция скорости по любой из таких замкнутых линий тока определится согласно (1.13) и (1.25):
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что позволяет считать коэффициент Г циркуляцией, а течение циркуляционным (круговым – рис. 16). В этом случае говорят, что в центре такого течения расположен точечный вихрь.

4. 
[image: image73.wmf]z

C

w

=

, где C > 0 вещественное. В этом случае 
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 и линии тока описываются уравнениями 
[image: image75.wmf]const

y

x

Cy

2

2

=

+

=

y

, т.е. окружностями радиуса 
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, проходящими через начало координат. Такое течение называется диполем. Оно может быть представлено, как суперпозиция источника и стока, помещенных на бесконечно малом расстоянии около начала координат (рис. 17).

5.
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, где R и C > 0 вещественные. В силу линейности уравнения Лапласа, которому удовлетворяют и потенциал скорости, и функция тока, это течение можно рассматривать, как суперпозицию поступательного движения (пример 1) и диполя (пример 4) – обтекание диполя. Уточним вид этого течения. Так как комплексный потенциал 
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, то функция тока имеет вид: 
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. Отсюда видно, что одна из линий тока, а именно, ( = 0, состоит из двух частей: координатной оси абсцисс y = 0 и окружности радиуса R с центром в начале координат x2 + y2 = R2 (рис. 18). Как известно, в потенциальном движении линии тока не пересекаются, поэтому другие линии тока ( = const не могут пересечь рассмотренную. Это значит, что движение распадается на два изолированных течения: вне круга радиуса R и внутри. Так как 
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. Обычно в этом случае используют обозначение V( = C. Т.е. из бесконечности в бесконечность жидкость движется поступательно вдоль оси х, набегая на круг радиуса R около центра координат. Круг можно заменить твердым телом, поэтому данный пример интерпретируется как обтекание круглого цилиндра бесконечным потоком. На линии тока ( = 0 частицы жидкости, выходя со скоростью C из бесконечно удаленной точки x = –(, y = 0, движутся строго по оси х с уменьшающейся скоростью. В левой особой точке x = – R, y = 0 на круге скорость обращается в нуль, линия тока разветвляется на обтекающие круг сверху и снизу дуги. В правой особой точке x = R, y = 0 на круге скорость опять обращается в нуль и дуги вновь сливаются в одну линию тока, на которой в бесконечно удаленной точке x = (, y = 0 скорость достигает значения C. На окружности z = Rei( выполняется равенство 
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 и модуль скорости:
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(3.34)

симметричен относительно и оси х, и оси y. Но тогда в идеальной жидкости в силу интеграла Бернулли при отсутствии внешних сил (3.12) симметрично и распределение давления. Это значит, что результирующая сила воздействия установившегося безвихревого (потенциального) потока идеальной несжимаемой однородной жидкости на круг (цилиндр) равна нулю – еще один вид парадокса Даламбера-Эйлера.

6. 
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, где R, Г > 0 и C > 0 вещественные. Нетрудно видеть, что это течение представляет  собой обтекание цилиндра радиуса R однородным потоком со скоростью C в бесконечности (пример 5) с циркуляцией Г скорости по цилиндру (пример 4). Действительно, функция тока в этом случае принимает вид: 
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, допускающий среди линий тока окружность радиуса R, на которой 
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 найдем особые точки, в которых скорость обращается в нуль:
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Очевидно, что таких точек в общем случае две. В случае 
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2

2

2

4

Г

C

R

4

p

<

 оба корня мнимые и особые точки располагаются на мнимой оси. Одна из них находится внутри цилиндра, другая снаружи (рис. 19). В этом случае на поверхности цилиндра совершается чисто циркуляционное движение без точек торможения. В случае 
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 оба корня комплексные и особые точки, в которых скорость обращается в нуль (точки торможения), располагаются на контуре цилиндра (рис. 20). В случае 
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 корни совпадают, и единственная особая точка, располагающаяся на мнимой оси на контуре цилиндра (рис. 21), совмещает в себе функции двух рассмотренных в предыдущем случае. 
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Из замечаний в примерах 3 и 5 о физическом смысле коэффициентов Г  и С следует, что рассмотренные на рис. 19 – 21 случаи соответствуют различным сочетаниям значений скорости набегающего потока С = V( и циркуляции Г. Сосредоточим свое внимание на случае рис. 20. Этот случай отличается от случая примера 5 (рис. 18) несимметрией обтекания цилиндра. Если при симметричном обтекании идеальной жидкостью кругового цилиндра "естественно" было ожидать нулевой силы воздействия со стороны среды, то для несимметричного остается надежда на другой результат.

Для отыскания силы воздействия по (3.19) плоского установившегося безвихревого (потенциального) потока идеальной несжимаемой однородной жидкости на цилиндр воспользуемся формулами (2.9) и (2.1) с учетом того, что роль поверхности тела играет окружность радиуса R, а вектор нормали к ней направлен внутрь:
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Выразив p из интеграла Бернулли без учета внешних массовых сил (3.12), будем иметь:
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где первый интеграл обращается в нуль в силу постоянства p0 вдоль обтекаемого контура. Используя преобразования из (3.34), выразим сопряженную комплексную скорость на границе тела:
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(3.35)
В этом выражении последняя скобка по модулю равна единице, поэтому, подставляя в полученную для силы R формулу выражение 
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, полученное из (3.33) и (3.35), и раскладывая R на координаты, имеем: 
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(3.36)

так как все подынтегральные функции имеют вид sinn(cos().
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(3.37)

где C = V( скорость набегающего потока в бесконечности, по направлению которой выбрана ось x. Таким образом, результирующая сила воздействия установившегося безвихревого (потенциального) потока идеальной несжимаемой однородной жидкости с циркуляцией на бесконечный цилиндр направлена перпендикулярно скорости набегающего потока против направления циркуляции. 

Эта основная формула в аэродинамике носит название формулы Н.Е. Жуковского. Следует особо отметить, что эта формула не является дополнительной моделью или предположением, а доказана Жуковским в 1906 г., как теорема, исходя из указанной модели среды. В 1934 г. М.В. Келдыш и Ф.И. Франкль доказали эту теорему для сжимаемого газа при дозвуковых скоростях, а в 1948 г. Л.И. Седов распространил ее и на сверхзвуковые неразрывные течения. Таким образом, сегодня можно дать такую формулировку теоремы Жуковского:
если круговой цилиндр обтекается под прямым углом к его оси

установившимся,

безвихревым,

циркуляционным

потоком 

идеального,

баротропного

газа, 

то на цилиндр действует сила, равная произведению плотности газа, скорости набегающего потока и циркуляции скорости. Направление этой силы определяется поворотом вектора скорости набегающего потока на прямой угол против направления циркуляции.

В рассмотренном примере 6 циркуляция скорости (( > 0) направлена против часовой стрелки, т.е. по окружности круга течение в основном организовано против часовой стрелки. Это особенно очевидно из рис. 20, где течение по длинной нижней части линии тока, раздвоившейся после передней критической точки, должно быть быстрее, чем по верхней короткой. Это необходимо для соединения этих частей лини тока в задней критической точке. Таким образом, мы имеем полное право говорить о том, что течение в основном организовано против часовой стрелки.

Но при меньшей скорости течения (сверху), согласно интегралу Бернулли, реализуется большее давление. Поэтому результирующая сила воздействия на цилиндр Ry направлена вниз при набегающем слева потоке, о чем свидетельствует наличие множителя (–i) в формуле Жуковского. Если организовать циркуляцию по часовой стрелке (Г < 0), то Ry будет направлена вверх, и силу Жуковского естественно будет назвать подъемной. Фундаментальный смысл теоремы Н.Е. Жуковского заключается в том, что подъемная сила возникает только за счет наличия циркуляции скорости.

Для того же эффекта у несимметричных тел специально заботиться об этом не нужно: сама форма тела может создавать условия возникновения циркуляции. Кроме того, наличие у реальных жидкостей и газов вязкости приводит к подобному эффекту при вращении круглого тела, когда небольшой слой воздуха или воды вокруг тела захватывается во вращение. Этот факт хорошо иллюстрируется известным из физики эффектом Магнуса, которым пользуются спортсмены: сильно закрученный при ударе мяч летит не по прямой, а по дуге из-за появляющейся силы Жуковского.

Уравнение (3.36) дает еще одно подтверждение парадокса Эйлера-Даламбера, являющееся следствием сделанных предположений. В реальных средах, конечно, сопротивление существует, но полученный результат свидетельствует о возможности сделать его малым. Таким образом, главный вектор воздействия среды на тело при реальном несимметричном обтекании всегда имеет две составляющие: вдоль скорости набегающего потока и поперек ее. Искусство прикладной аэродинамики состоит в том, чтобы управлять ими.

Найдем выражение 
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= Rx – iRy при обтекании произвольного бесконечного цилиндра установившимся потоком несжимаемой идеальной жидкости в отсутствии внешних массовых сил. Для этого заметим, что из (3.19) при векторе внутренней нормали  n = –{isin(; jcos(} к контуру L цилиндра, обходимого против часовой стрелки, следует: 
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Из e–i(dl = (cos( – isin()dl = dlcos( – idlsin( = dx – idy = 
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а применение интеграла Бернулли (3.12) по замкнутому контуру приведет к:
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(3.38)

где интеграл от постоянной p0 по обтекаемому замкнутому контуру равен нулю, а последнее равенство можно записать, если известен комплексный потенциал. Выражение (3.38) носит название формулы Блазиуса-Чаплыгина и позволяет вычислить силу воздействия потока идеальной жидкости на цилиндрическое тело, если известно распределение скорости на его поверхности.

Однако есть методы, позволяющие без отыскания распределения скорости определить силу воздействия жидкости или газа на тело. Для этого по методу источников, диполей и вихрей (чаще называемому кратко методом вихрей [2]) предполагается, что течение вокруг тела потенциально. Ранее мы выяснили, что это возможно при плоском установившемся безвихревом движении несжимаемой однородной жидкости. Кроме того, предполагается, что тело можно заменить системой источников, стоков, диполей и вихрей, расположенных внутри его контура, имеющих суммарный нулевой расход и обеспечивающих замкнутую линию тока, совпадающую с контуром тела. Такое разбиение пространства обеспечивает условие непроникания на контуре, т.е. те же граничные условия, что и при обтекании тела. В этом случае комплексный потенциал скорости представляет собой сумму слагаемых, содержащих логарифмическую или дробно-рациональную функцию (см. примеры 2 и 4), а комплексная скорость выражается только суммой рациональных дробей. 

( Метод конформных отображений [2, 4] позволяет использовать взаимно однозначное соответствие между внешностью произвольного плоского контура в комплексной плоскости z и внешностью круга в комплексной плоскости ( в виде функций ( = f(z) и z = f–1((). 
В примере 6 был рассмотрен случай комплексного потенциала при обтекании с циркуляцией круга радиуса R с центром в начале координат потоком параллельным оси X. Рассмотрим более сложный случай такого обтекания: потоком под углом (. Тогда суперпозиция примера 1, примера 4 (для диполя внутри круга радиуса R) и примера 3 дает комплексный потенциал в плоскости (:
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Поэтому, подставив функцию ( = f(z), можно получить выражение комплексного потенциала для обтекания произвольного контура в плоскости z:
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Этот прием блестяще использовал Н.Е. Жуковский, заметив, что конформное преобразование
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отображает окружность единичного радиуса в плоскости ( на отрезок вещественной оси в плоскости z. Он модернизировал это преобразование таким образом, чтобы получать дугообразный контур в плоскости z с острой кромкой (рис. 22):
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(3.39)

где k – масштабный коэффициент, ( – угол изогнутости профиля. Выражение (3.39) получило название функции Жуковского, а такой контур (профиль Жуковского) стал использоваться в качестве основы для построения профилей поперечного сечения авиационного крыла.

Сопряженная (комплексная) скорость определяется производной 
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, а последний делитель 
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 может обращаться в ноль (это действительно на задней острой кромке). Во избежание этой математической особенности, не наблюдаемой в реальности, Н.Е. Жуковский предложил постулат о конечности скорости на задней кромке профиля. Для его соблюдения достаточно подобрать такое значение циркуляции скорости Г, чтобы и числитель 
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 тоже обращался в нуль. Из зависимости w(() видно, что это всегда возможно единственным образом: 
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(3.40)
Таким образом, математика подтверждает, что в природе идеальной среды циркуляция скорости устанавливается "разумным" образом и обеспечивает появление силы Жуковского – подъемной силы. 
( Для иллюстрации метода характеристик рассмотрим уравнения плоского установившегося движения идеальной политропной жидкости без массовых сил. Вместо уравнений движения Эйлера (3.6) используем определение ротора скорости (1.11) для плоского случая:
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Интеграл Коши-Лагранжа (3.14) с учетом модели политропного процесса ( = Cp1/n можно записать в виде:
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(3.42)

где введено обозначение 
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Система уравнений (3.41), (3.43) относительно частных производных ( линейная алгебраическая. Такая система в некоторых точках рассматриваемого двухмерного пространства может иметь неединственное решение. Допустим, что это не изолированные точки, а некоторые линии L: y = y(x), которые назовем характеристиками. Вдоль этих линий:
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что можно использовать для исключения 
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Тогда условие неединственности решения этой системы сводится к равенствам нулю ее определителей:
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Из первого квадратного уравнения следуют дифференциальные уравнения для двух семейств характеристик:
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Рис. 23.

которые существуют в вещественном пространстве только при 
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. Эту скорость a назвали скоростью звука. Из второго уравнения, используя найденное y', можно получить линейные связи между 
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, действительные вдоль характеристик. Перейдя в этих связях от полных производных к дифференциалам, можно получить дополнительные соотношения для приближенного вычисления конечных приращений скорости (Vx и (Vy. Таким образом, если в каких-то двух близких точках пространства (например, точки ( на границе обтекаемого тела рис. 23) известны значения скорости, то можно найти приближенное значение скорости в третьей точке ((), находящейся на пересечении двух характеристик различных семейств, проходящих через известные точки. Этот численный метод носит название метода характеристик.

( Существуют и другие численные методы решения задач механики сплошной среды, в том числе и аэродинамики, использующие разбиение пространства на малые конечные фрагменты. Так, например, разностные методы решения дифференциальных уравнений с частными производными, применяемые в механике сплошной среды под названием методов конечных разностей, основаны на приближенной замене производных соотношением конечных малых приращений. Преобразованные таким образом уравнения решаются, как алгебраические, и позволяют найти решение в виде табличных значений функций, заданных в сетке узловых точек, покрывающих все пространство среды. 

( В методах конечных элементов, в частности, в панельном методе, поверхность твердого тела, находящегося в жидкой или газообразной среде, заменяется мозаикой плоских пластин малого размера. Воздействие на каждую из таких пластин рассчитывается отдельно на основе других методов, но при этом учитывается их взаимное влияние (интерференция, подобная влиянию вихрей по формуле Био и Савара ( раздел 1.6).

( В методе дискретных вихрей и в методе дискретных особенностей вся область, занятая сплошной средой, разбивается на малые, но конечные участки – ячейки, в которых основные параметры среды считаются постоянными. В этом случае дифференциальные уравнения движения сплошной среды можно представить в виде системы алгебраических уравнений. В этой системе столько уравнений, сколько ячеек выбрано для разбиения, т.е. достаточно много. Современные компьютеры могут в обозримое время решить подобные системы для сотен тысяч ячеек. В этих уравнениях, естественно, необходимо учитывать взаимодействие отдельных ячеек друг с другом (см. Закон Био и Савара (1.28)). Поэтому приходится допускать для каждой отдельной ячейки дополнительные особенности движения, например, приписывать ей определенную величину вектора ротора скорости – дискретный вихрь. Такого в природе, естественно, не существует, так как нарушает вторую теорему Гельмгольца (см. 1.4). Однако в рамках некоторого приближения рассматриваемой дискретной постановки задачи к реальной непрерывной задаче сплошной среды такая процедура вполне оправдана. Более того, в конце XX, начале XXI века математикам удалось доказать корректность такой формулировки задачи не только для схем построения дискретных вихрей, но и для некоторых схем других дискретных математических особенностей (типа диполей, вихревых рамок и т.п.).
( На определенном этапе развития авиации требования к точности результатов стали превышать возможности рассмотренных теоретических методов. Прежде всего, это связано с появлением летательных аппаратов сложных геометрических форм, не поддающихся математической идеализации, ростом скоростей движения и реальными свойствами воздуха (вязкость, сжимаемость). Поэтому возникла необходимость в экспериментальных методах, которые сегодня позволяют получить результаты с высокой точностью.

Один из основных принципов экспериментальной аэродинамики подсказан природой: например, воздушный змей можно запускать не только при ветре, но и в штиль, если обеспечить его движение относительно воздуха. Суть принципа обращаемости движения состоит в предположении, что взаимодействие движущегося тела с покоящейся средой в точности такое же, как при обтекании средой покоящегося тела с той же относительной скоростью. Такое предположение вполне оправдано и законами механики. Этот принцип позволил создать целое научное направление: экспериментальные исследования в аэродинамических трубах и гидродинамических каналах.

Однако не следует переоценивать значение эмпирических выводов, достоверных только в условиях конкретного эксперимента. Для их более широкого использования требуются специальные научные методы: теория подобия, теория обратных задач, теория моделирования и т.п. В современной аэродинамике собственно экспериментальные результаты используются для корректировки результатов теоретических расчетов, для идентификации (уточнения характеристик) математических моделей.
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Рис. 14.
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Рис. 15.
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Рис. 22.
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