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4. ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ
4.1. Гидростатика

Гидростатика занимается изучением равновесия жидкостей и газов, т.е. состоянием покоя V = 0. В этом случае уравнение неразрывности (1.21) приобретает вид 
[image: image60.bmp]. Таким образом, в общем случае в покоящейся среде плотность может зависеть от координат избранной точки ( = ((x, y, z) и не зависит от времени.
Уравнения Навье-Стокса (3.2) при V = 0 сводятся к соотношению
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из которого следует (так как всегда rot grad А ( 0, и a[b(a] ( 0):

[image: image3.wmf]0

p

1

p

1

p

1

p

1

p

1

=

ú

û

ù

ê

ë

é

´

r

r

=

ú

û

ù

ê

ë

é

´

r

+

r

r

=

grad

grad

grad

grad

grad

rotgrad

grad

FrotF

,

а это в свою очередь свидетельствует о не произвольности поля внешних сил в случае равновесия сплошной среды. 

Если внешние силы отсутствуют, т.е. F = 0, то grad p = 0 и давление во всех точках покоящейся жидкости (или газа) одинаково – закон Паскаля.

Иногда закон Паскаля формулируют по-другому. Из (4.1) можно записать: grad p = (F. Если умножить это выражение скалярно на dr = {dx, dy, dz}, то:

dp = ((Fxdx + Fydy + Fzdz)
(4.2)

представляет собой основное уравнение гидростатики.

Если поле внешних сил потенциально (F = grad U), то из (4.2) следует:

dp = (dU,
(4.3)

а это значит, что плотность и давление при равновесии зависят только от U.
Если в дополнение к этому среда несжимаемая, т.е. ( = const, то уравнение (4.3) можно проинтегрировать, внеся ( под знак дифференциала, тогда для различных точек среды (1) и (2) разность давлений определится как:

p2 – p1 = ((U2 – U1).

Пусть в точке (1) произошло изменение давления на величину (p1, на какую величину изменится давление (p2 в точке (2)? Значение правой части предыдущего уравнения не изменится, а в левой части указанные изменения появятся:

p2 + (p2 – p1 – (p1 = ((U2 – U1).

Вычитание из одного уравнения второго даст вывод:
(p2 = (p1,

который составляет суть более широкой трактовки закона Паскаля: изменение давления в какой-либо одной точке несжимаемой жидкости в потенциальном поле внешних сил передается без изменения в любую другую.

На этом свойстве несжимаемой жидкости в поле силы тяжести построены практически все гидравлические устройства и механизмы, простейшим из которых является гидравлический пресс, изучаемый в средней школе.

Выберем систему координат так, чтобы сила тяжести была направлена (вниз) против оси z (вверх), тогда Fx = Fy = 0, Fz = –g, а потенциал U = –gz + const. Это означает по предыдущему выводу, что давление и плотность в покоящейся сплошной среде будут зависеть только от координаты z (высоты, глубины): p = p(z), ( = ((z). Если вид сплошной среды (уравнение баротропии) содержит кроме давления и плотности еще какую-нибудь одну характеристику, например Т (из уравнения Клапейрона-Менделеева для совершенного газа), то и эта характеристика будет функцией только z.
Из (4.3) следует еще один вывод, справедливый для всех видов покоящейся жидкости (или газа) с любыми физическими свойствами:
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(4.4)
т.е. в тяжелой сплошной среде разность давлений в точках, находящихся на разной глубине (высоте), равна весу столба этой среды с основанием 1 и высотой, равной разности высот рассматриваемых точек. Это значит, что давление тяжелой жидкости (или газа) на дно сосуда любой формы зависит только от высоты столба этой жидкости (или газа). На этом свойстве построена модель земной атмосферы, называемая Международной стандартной атмосферой (МСА).
Определим силу, действующую на покоящееся тело, погруженное в покоящуюся сплошную среду, в поле силы тяжести. Заметим, что в этом случае ( = ((z), p = p(z), F = Fzk = –gk, 
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.  Из общего уравнения (3.21) с помощью теоремы Остроградского-Гаусса (1.15) (вектор n везде направлен наружу) получим:
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(4.5)

Это есть ни что иное, как закон Архимеда.
4.2. Кавитация

Из интеграла Бернулли следует, что в потоке возможны области, в которых давление отрицательно, т.е. жидкость испытывает растягивающие усилия. Некоторые специально обработанные жидкости удается кратковременно подвергать таким усилиям, например, химически чистая вода выдерживает отрицательное давление до 200 атм. Реальные жидкости, встречающиеся в природе, не способны воспринимать такие усилия. Более того не способны сохранять сплошность даже при некотором давлении pd > 0, при котором жидкость разрывается. Это явление, называемое кавитацией, может наблюдаться в трубопроводе в районе минимального его сечения, а также на поверхности тел, обтекаемых потоком или движущихся в жидкости. Кавитация может возникать на нерасчетных режимах работы гребных винтов, турбин гидравлических машин и подводных крыльев.

Поскольку в реальных жидкостях всегда есть растворенные газы, то именно они вместе с парами жидкости и пытаются заполнить образовавшуюся полость, называемую каверной. На начальной стадии кавитации микроскопические пузырьки, заполненные паром, образуются как при закипании жидкости. Поэтому наименьшее значение давления pd соответствует давлению насыщенных паров жидкости при данной температуре. По мере дальнейшего уменьшения давления пузырьки могут объединяться в большие полости.
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Само по себе образование каверн в технике не страшно, страшно их неизбежное исчезновение. Понятно, что случайно образовавшаяся каверна долго существовать не может. Чаще всего ее образование приводит к нарушению стационарности потока, поэтому следующие частицы набегающего потока приносят область более высокого давления, которое "схлопывает пузырь". Ввиду практически нулевого давления внутри каверны она не может сопротивляться даже весьма малому давлению снаружи. Поэтому свободные поверхности жидкости, ограничивающие каверну, с большим ускорением устремляются друг к другу. Именно столкновение частиц жидкости с большой встречной скоростью и является самым неблагоприятным последствием кавитации. При этом сталкивании частиц и потере их скорости в жидкости образуется кратковременное повышение динамического давления, которое может достигать весьма больших величин и приводить к повреждению конструкций (рис. 24 из Википедии).
Интеграл Бернулли для установившегося движения несжимаемой жидкости в поле силы тяжести в виде (3.16) можно записать, считая за избранную точку отсчета (А) бесконечность и введя обозначение pгст = p( + (g(z( – z) – гидростатическое давление:
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Отсюда следует: 
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что свидетельствует о непосредственной зависимости условий возникновения кавитации от отношения скорости потока в определенной точке к скорости набегающего потока. Для случая обтекания твердого тела это отношение определяется только его формой и ориентацией. Поскольку эта величина безразмерная, она очень удобна для расчетов условий обтекания, обеспечивающих кавитацию, и ее назвали числом кавитации:
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4.3. Установившееся движение вязкой жидкости между плоскостями
Рассмотрим несколько видов установившихся течений вязкой жидкости, для которых существуют аналитические решения.
[image: image53.emf]V  

 

1) Первой из таких задач является задача о движении вязкой жидкости между двумя параллельными плоскостями, одна из которых движется относительно другой в своей плоскости. Рассматривается установившееся прямолинейное движение без внешних воздействий и без градиента давления (рис. 25). Эти предположения позволяют записать: Vx = Vx(y), Vy = Vz = 0, Fx = Fy = Fz = 0, grad p = 0, 
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, и уравнения движения для этого случая (3.4) дадут:
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Решение этого обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка легко находится с учетом граничных условий Vx(y=0) = 0, Vx(y=h) = V:


[image: image13.wmf]h
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(4.6)
и называется течением Куэтта. Характерным для этого вида течения является независимость от коэффициента вязкости и распространимость на сжимаемую жидкость. Это есть реализация примера 1 вихревого движения среды, рассмотренного в 1.6.
2) Видоизменим постановку предыдущей задачи таким образом, чтобы плоскости покоились друг относительно друга, а инициатором движения несжимаемой жидкости выступал градиент давления вдоль оси x: grad p ( 0, ( = const, Vy = Vz = = 0, Vx = Vx(y), Fx = Fy = Fz = 0, а также 
[image: image14.wmf]0

t

V

t

V

t

V

z

y

x

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

.
Тогда уравнения движения (3.4) примут вид:
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Из последних двух уравнений следует, что p = p(x) и не зависит от других координат, а первое из дифференциальных уравнений сводится к виду:
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Так как левая часть этого уравнения может зависеть только от y, а правая – только от x, то обе его части могут быть только постоянными. Это значит, что такое дифференциальное уравнение можно разрешить относительно Vx при заданном 
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 (или наоборот): 
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. Произвольные постоянные определятся из граничных условий Vx(y=0) = Vx(y=h) = 0: 0 = C2 и 
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. Отсюда окончательно распределение скорости поперек слоя имеет параболический вид (рис. 26):
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(4.7)
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называемый профилем Пуазейля. Такое течение называется течением Пуазейля.

3) Усложним постановку задачи рассмотрением движения несжимаемой вязкой жидкости под действием постоянного продольного перепада давления между плоскостями, движущимися друг относительно друга с постоянной скоростью. В этом случае, исходя из рассуждений в предыдущих случаях, можно записать: 
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, ( = const, Vy = Vz = = 0, Vx = Vx(y), Fx = Fy = Fz = 0, 
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. Очевидно, что формулировка задачи отличается от предыдущего случая только граничными условиями, поэтому общее решение будет таким же. Произвольные постоянные: из Vx(y=0) = 0 следует C2 = 0, из Vx(y=h) = V следует 
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. Тогда распределение скорости поперек слоя:
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(4.8)

имеет тоже параболический вид (рис. 27).
4) А теперь представим себе, что последний рассмотренный случай должен иллюстрировать работу смазки между основанием и ползуном. Тогда для выполнения своей задачи – поддерживания ползуна над основанием на ненулевом расстоянии – в слое смазки давление должно сильно вырасти по сравнению с атмосферным (на "входе" и на "выходе"), т.е. 
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 не должно быть постоянным. Понятно, что и скорость на любой из линий тока тогда не будет постоянной, а этого можно достичь, только изменяя расстояние между плоскостями, так как расход смазки должен оставаться постоянным:
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Легко видеть, что, задав профиль щели, т.е. h = h(x), можно определить необходимый для выдерживания заданной нагрузки градиент давления. Пусть плоскость ползуна (сверху) располагается с малым углом 
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 к нижней плоскости основания, а длина контакта l (рис. 28). Тогда текущее расстояние между плоскостями записывается h = (a – x)(, и его можно подставить в предыдущее дифференциальное уравнение по p. Его общее решение можно записать следующим образом:
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где произвольная постоянная С определяется из условия p(x=0) = p1, где p1 – атмосферное давление в подаваемой смазке, а расход q – из условия p(x=l) = p1. После несложных преобразований распределение давления вдоль зазора, заполненного смазкой, можно представить в виде:
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(4.9)

Если проинтегрировать вдоль ползуна (по x от 0 до l) выражение (4.9), то получим величину полной нагрузки, которую развивает этот слой смазки:
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Если обозначить выражение в квадратных скобках за K, то его значения изменяются в зависимости от отношения l/a так, как это показано на рис. 29. Таким образом, можно сделать вывод: выдерживаемая слоем смазки нагрузка тем больше, чем меньше угол наклона ползуна к основанию ( и чем больше отношение l/a, т.е. чем меньше минимальный зазор.
Следует отметить, что полученные здесь формулы непригодны для расчетов реальной смазки между парой деталей, так как получены в плоской постановке задачи. Однако для качественного анализа процесса в смазочном слое этого вполне достаточно. Численные значения рассматриваемых параметров для смазочных клиньев и подшипников различного типа можно найти в справочной литературе – эти вопросы достаточно глубоко теоретически разработаны для решения любых задач.
4.4. Движение вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрических трубах

Рассмотрим один пример постановки трехмерной задачи гидродинамики в нестационарном случае: медленное течение вязкой несжимаемой жидкости в трубе произвольного, но постоянного поперечного сечения без влияния внешних сил (например, в горизонтальном трубопроводе). Выбрав систему координат так, чтобы ось x была направлена по оси трубы, а оси y и z в плоскости поперечного сечения, уравнения движения можно записать следующим образом:
1) из физических соображений Vx ( 0, Vy = Vz = 0;
2) из уравнения неразрывности 
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3) из уравнений Навье-Стокса
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Отсюда последовательно приходим к выводу, что Vx = Vx(y, z, t) и не зависит от x, p = p(x, t) и не зависит от y и z, 
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 зависит только от t (в случае неустановившегося движения) или постоянно (при установившемся движении). Величину –p' называют перепадом давления вдоль оси трубы. Итак, в общем случае

p = p'x + C.
(4.10)

В установившемся случае в круглой трубе решение можно простым образом довести до конца и найти распределение скорости течения поперек потока. Так как в этом случае 
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 и p' = const, то, используя цилиндрическую систему координат, можно записать:
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Учтя в силу фактической одномерности такого движения из-за его симметрии 
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, умножим последнее уравнение на r и поделим на (:
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Это уравнение можно последовательно проинтегрировать дважды:
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Произвольные постоянные определятся: С1 = 0 из условия Vx(r=0) ( ( и 
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 из граничного условия прилипания вязкой жидкости на стенке трубы радиуса a: Vx(r=a) = 0. Таким образом, распределение продольной скорости внутри прямой трубы кругового сечения имеет параболический вид:
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(4.11)

Его графическое представление совпадает с рис. 26, хотя это и другой вид течения.
Максимальное значение скорости потока достигается на оси трубы и составляет 
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расход жидкости через поперечное сечение круглой трубы определится величиной 
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а средняя скорость 
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(4.14)
Сформулируем некоторые выводы для трубопровода конечной длины L, на которой разность давлений между входом и выходом составляет (p. Из (4.13) и (4.14) следует:
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что носит название закона Гагена-Пуазейля. Эти соотношения были получены экспериментально независимо друг от друга Г. Гагеном в 1839 г. и Ж.Л.М. Пуазейлем в 1840-1841 гг. Теперь же есть теория, которая блестяще согласуется с экспериментом.
4.5. Глиссирование

При установившемся движении плоской пластинки по свободной поверхности идеальной, несжимаемой, невесомой жидкости под углом к ней могут образоваться следующие виды течений (рис. 30 – 31).
	
[image: image47]

	Рис. 30.
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	Рис. 31.


Форма свободной поверхности жидкости, изображенная на рис. 30, характерна для достаточно медленного "гладящего" движения пластинки относительно жидкости, когда силы взаимодействия между ними ничтожны. Этим случаем мы заниматься не будем.

Нас будет интересовать случай достаточно быстрого движения с интенсивным взаимодействием пластинки с жидкостью. Для большей убедительности дальнейших рассуждений воспользуемся принципом обратимости движения и будем считать, что слой жидкости высотой H набегает справа на нижний край покоящейся пластинки со скоростью V( (рис. 31). Такое движение твердого тела по поверхности жидкости называется глиссированием. На свободной поверхности примем атмосферное давление постоянным и равным pа. Тогда из интеграла Бернулли следует постоянство абсолютной величины скорости на всей свободной поверхности жидкости.
Обратимся к анализу линий тока в случае такого течения. При интенсивном "внедрении" пластинки в жидкость образуется тонкая струя брызг, направленная навстречу движению. Для ее появления необходимо, чтобы линия тока свободной поверхности справа заворачивала вверх, прижималась к пластинке и далее вдоль ее поверхности (жидкость невесома, или, по крайней мере, сила тяжести в этом процессе несущественна) уходила навстречу потоку. Это означает, что под свободной поверхностью справа располагается другая линия тока, которая должна разветвиться надвое, столкнувшись с поверхностью пластинки. В этом месте – особая точка, в которой скорость течения равна нулю. Линия тока располагается вблизи этой точки симметрично относительно пластинки. Дальше одна ее часть пойдет по поверхности пластинки влево-вниз и образует впоследствии свободную поверхность жидкости, уходящую влево. Другая часть линии тока пойдет по поверхности пластинки вправо-вверх. 
Из интеграла Бернулли следует, что в особой точке давление в жидкости будет больше, чем атмосферное. Это повышение давления обеспечивает появление определенной подъемной силы, действующей на пластинку.
Выделим объем жидкости, ограниченный справа и слева достаточно удаленными границами, на которых можно считать скорость и давление на свободной поверхности постоянными. Поскольку жидкость идеальная, то мы с достаточной долей убежденности можем полагать и распределение скорости во всех трех слоях жидкости равномерным. Тогда закон сохранения массы несжимаемой жидкости примет вид:
h = H – (.

Так как жидкость идеальна, то вдоль оси x силы со стороны дна на жидкость отсутствуют, и закон сохранения импульсов вдоль оси x даст
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где P – сила, действующая исключительно поперек пластинки, отнесенная к ее длине. Ее значение можно легко определить из предыдущих выражений:
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(4.15)
Полное теоретическое решение этой задачи, полученное Чаплыгиным С.А., приводит к выводу, что при малых ( толщина встречной струи ( ~ (2, и, так как ctg(/2 ~ 2/(, то P ~ (.
Общая сила взаимодействия в системе координат, связанной с направлением скорости, разложится на составляющие:
лобовое сопротивление 
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(4.16)

и подъемная сила
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(4.17)
Из формул (4.15 – 4.17) следует, что подъемной силой глиссирующего по водной поверхности плавающего судна (глиссера) или воздушного судна (гидросамолета) можно управлять с помощью формы дна и угла атаки.
Значительно сложнее обстоит дело при возникновении глиссирования пневматиков колес шасси самолета по слою воды на поверхности взлетно-посадочной полосы (ВПП). На определенной скорости, называемой скоростью глиссирования, скопившаяся на ВПП вода не успевает выдавливаться из-под пневматиков, колесо "всплывает" и начинает глиссировать. При этом общая сила трения шасси по ВПП существенно падает. Это опасно на пробеге с торможением не только выкатыванием на концевую полосу безопасности, но и потерей поперечной управляемости самолета из-за неизбежной неоднородности условий глиссирования. Поэтому ВПП строятся с поперечным профилем для стекания воды, на пневматиках колес шасси делаются специальным образом ориентированные водоотводные канавки (протектор), аэродромные службы должны вести постоянный контроль состояния ВПП, не допускать скапливания воды и образования луж.
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Рис. 27.
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Рис. 28.
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Рис. 29.
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Рис. 24.
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