Занятие 4.1 
Уравнения сохранения аэрогидродинамики
Расчет аэрогазодинамических характеристик летательных аппаратов связан с определением параметров течений, возникающих при взаимодействии потоков с различными обтекаемыми поверхностями. Решение названной задачи начинается с выбора модели течения газа (жидкости) и математического описания ее системой уравнений, отражающих основные законы природы, свойственные рассматриваемым физическим процессам.
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Следует отметить взаимоотношение этих законов, заключающееся в том, что каждый последующий в названном порядке содержит дополнительную информацию о более сложных явлениях природы. Если закон сохранения массы, отражая единство материального мира, утверждает, что масса вещества в любом его состоянии не может исчезнуть или появиться из ничего, то закон сохранения количества движения рассматривает перемещение физических тел во времени и пространстве. Закон сохранения энергии учитывает процессы в микромире, более сложные формы движения. Это взаимоотношение законов сохранения, отражающее единство и взаимообусловленность явлений, приводит к тому, что в общем виде каждое более сложное уравнение сохранения содержит предыдущее. Исключение из более сложного более простых позволяет получить компактный вид уравнений, содержащий только дополнительную информацию. То, что все уравнения сохранения выражают единое свойство (сохранение либо массы, либо количества движения, либо энергии), позволяет записывать их в одинаковой форме.

Система, включающая уравнения сохранения и уравнение состояния, должна быть замкнутой. Если число определяемых параметров может превышать четыре (кроме 
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 в число неизвестных могут входить тензор вязких напряжений, тепловые потоки и т.д.), то система уравнений должна содержать и другие необходимые для расчета зависимости. Это, например, связь тензора вязких напряжений с составляющими вектора скорости, уравнение теплопроводности, излучения, уравнения химической кинетики, фазовых превращений и т.п.

Наличие дифференциальных уравнений в системе требует при их решении иметь определенные начальные (в случае нестационарных движений) и граничные условия. Последние могут быть достаточно сложными. Поэтому, с точки зрения математики, системы уравнений, описывающие течения, получаются также сложными и далеко не всегда удается преодолеть трудности при их решении даже с помощью современной вычислительной техники. Кроме того, отдельные элементы отрывных течений, такие как течения в областях отрыва и присоединения, изучены недостаточно. Все это заставляет при решении прикладных инженерных задач вводить в систему уравнений полуэмпирические и эмпирические зависимости, упрощать отдельные уравнения, входящие в систему, или даже вовсе их не учитывать.
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Рис 1. Общий вид 
рассматриваемого объёма жидкости

В качестве исследуемой системы физических тел примем газ (жидкость) и другие тела, заключенные в конечном объеме W, ограниченном переменной поверхностью S. Относительно некоторой неподвижной системы координат часть этой поверхности Sn (рис. 1) может перемещаться, а  часть Sn – оставаться неподвижной. Кроме того, части этих поверхностей могут быть как твердыми Sт, так и жидкими  Sж. Поверхности должны допускать массо- и теплообмен и лишь в частных случаях могут быть непроницаемыми и адиабатически изолирующими. Так, например, участок поверхности ОВС (рис. 1) является твердым и подвижным и может считаться адиабатически изолирующим, а ВДО – жидким, неподвижным и допускать массоэнергообмен с внешними телами. Такая система дает возможность представить элемент за элементом практически любое сложное взаимодействие жидких и твердых тел.

Процессы внутри рассматриваемого объема могут быть неравновесными и выходить за рамки классической термодинамики.

Кроме физических тел в  твердой фазе, вещество внутри рассматриваемого объема находится в жидкой или газообразной фазе. В общем случае модель газа будем считать неоднородной смесью, состоящей из n компонентов, обладающей свойством вязкости, сжимаемости и теплопроводности (предполагается, что n значительно меньше общего числа молекул или атомов, находящихся в небольшом объеме жидкости), обладающей свойством континуума (т.е. непрерывно заполняющей все пространство, в котором она находится), имеющей электрический заряд того или иного знака, претерпевающей физико-химические (в том числе и фазовые) превращения с поглощением или выделением энергии другими компонентами и при изменении внешних условий.

В частных случаях такая модель жидкости упрощается и может быть представлена, например, просто невязкой сжимаемой жидкостью.
Уравнение неразрывности

Данное уравнение выражает закон сохранения массы и для рассмотренной выше исследуемой системы и модели жидкости и применительно к ее i-му компоненту имеет вид
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где  
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 - массовая плотность i-го компонента; 
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- объемная плотность (можно назвать расходом) источника (
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 <0) или стока (
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>0) i-го компонента газа (жидкости) внутри рассматриваемой системы, определяющаяся ее физико-химическими превращениями и зависящая от электромагнитных, гравитационных полей, полей концентраций, температуры, давления, интенсивности турбулентности и пр., и поэтому являющаяся функцией координат точек объема и времени; 
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- поверхность, через которую проходит массообмен i-го компонента; 
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- нормальная к поверхности 
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 относительная скорость i-го  компонента.

Уравнение (1) показывает, что сумма скоростей изменения массы i-го компонента жидкости внутри объема и массообмена через поверхность 
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 равна нулю.

Для смеси газа (жидкости) уравнение  неразрывности может быть  получено суммированием n уравнений типа (1) для  всех ее  компонентов. Учитывая, что 
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 - массовая плотность смеси), а 
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, согласно закону сохранения  массы всех компонентов, находящихся внутри объема, получим:
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(2)

Если 
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 одинаково для всех компонентов и равно 
[image: image20.wmf]j

S

, т.е. все компоненты поступают через одну и ту же поверхность, то
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где 
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 - соответствующая скорость смеси  с плотностью 
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Тогда из уравнения (2) следует
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Получим из (1) уравнение неразрывности для бесконечно малого объема 
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 однокомпонентного газа. Будем считать, что отсутствуют  источники и стоки (
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). При этом второе  слагаемое (1) не  рассматривается, поскольку на бесконечно малой поверхности 
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 невозможно выделить ее часть 
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Взяв полную производную от интеграла с переменным по времени пределом интегрирования
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и применив формулу Остроградского
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где 
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 - в общем случае некоторая векторная функция, вместо (1) будем иметь
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Ввиду произвольности величины W и предположения  непрерывности подынтегральной функции
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или в другой форме
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где k принимает последовательно значения x, y, z, так что
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Если принять модель несжимаемого газа (ρ=const), то уравнение (4) упрощается и имеет вид 
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Если газ сжимаемый и процесс установившийся, т.е. 
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Для двухмерного установившегося течения имеем 
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. Из соотношения (3) для установившегося потока получаем уравнение массового расхода 
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Уравнение движения (из моих лекций)
Это уравнение выражает закон сохранения количества движения: полная скорость изменения количества движения вещества в объеме W(t) рассматриваемой системы равна сумме всех сил, воздействующих на него.

Для i-го компонента жидкости уравнение движения имеет вид
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(7)

где 
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 - абсолютная скорость движения i-го компонента; 
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– абсолютная скорость только что образовавшейся частицы i-го компонента; 

[image: image45.wmf]j

V

r

 - абсолютная скорость i-го компонента, участвующего в массообмене через поверхность 
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 - единичный вектор внешних массовых сил, приложенных к i-му компоненту внутри объема W (гравитационные, инерционные, электромагнитные поля и поля излучения внешних источников); 
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 - вектор равнодействующих всех сил, приложенных к единице объема i-го компонента, обусловленных воздействием других компонентов жидкости, находящихся внутри объема; 
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 - тензор вязких напряжений i-го компонента; 
p(i) - гидростатическое давление i-го компонента; 
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 - условное обозначение соответствующего вектора, индексы k, l соответствуют направлению осей  x, y, z. 

Первое слагаемое левой части в уравнении (7) есть полная скорость изменения количества движения i-го компонента внутри объема W, второе -  скорость изменения количества движения от массообмена через поверхность Sj(i). Первое слагаемое правой части - полный вектор внешних массовых сил и равнодействующая сил, действующих на  i-й компонент со стороны других компонентов жидкости, а последнее слагаемое - вектор равнодействующей  всех поверхностных сил, приложенных к поверхности S.

Получим из (7) уравнение движения для бесконечно малого объема газа. При этом, как и в случае вывода соответствующего уравнения неразрывности, будем полагать, что газ однокомпонентный, физико-химические превращения отсутствуют, силами взаимодействия между отдельными частицами можно пренебречь, тогда
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После применения формулы (4) получим
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или в скалярной форме (в проекциях на оси координат x,y,z) имеем


[image: image53.wmf]),

(

)

(

)

(

p

k

F

V

V

k

dW

V

t

kl

l

l

k

l

-

t

¶

¶

+

r

=

r

¶

¶

+

r

¶

¶

            (8)

(по индексу l, принимающему последовательно значения x,y,z, производится проектирование (8) на оси координат).

Тензор напряжения (kl, имеющий девять независимых компонентов, является симметричным тензором второго порядка, так как соблюдаются равенства (xy((yх, (хz((zx, (yz((zy (первый индекс у ( указывает, какой оси перпендикулярна площадка, в которой действует (, а второй – в каком направлении).

Используя для газа обобщенный закон Ньютона, запишем напряжения через проекции скоростей и динамическую вязкость:


[image: image54.wmf]V

z

V

V

y

V

V

x

V

z

zz

y

yy

x

xx

r

r

r

div

3

2

2

,

div

3

2

2

,

div

3

2

2

m

m

t

m

m

t

m

m

t

-

¶

¶

=

-

¶

¶

=

-

¶

¶

=

,

где первое слагаемое показывает изменение напряжения в зависимости от вязкости, а второе учитывает влияние сжимаемости жидкости;
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Уравнение (8) позволяет получить уравнение движения в форме  Навье(Стокса. Для этого необходимо произвести проектирование его на оси координат. В проекции на ось х уравнение (8) имеет вид
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             (9)

(k принимает последовательно значения х, у, z).

Преобразуем уравнение (9), подставив в него значения (хх, (ух, (zх:
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Учитывая связь динамической и кинематической вязкости 
[image: image60.wmf]r
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, окончательно получим уравнение движения в проекциях на ось x:


[image: image61.wmf]V

x

V

x

p

F

dt

dV

x

x

x

r

div

3

1

1

¶

¶

+

D

+

¶

¶

-

=

n

n

r

.                    (10)

По аналогии записываются уравнения движения в проекциях на оси у и z:
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Вместо трех уравнений в проекциях на оси координат можно записать одно уравнение в векторной форме. Для этого достаточно систему уравнений (10) – (12) умножить на соответствующие единичные векторы 
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, определяющие направление осей координат х, у, z, и затем их просуммировать:
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где 
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Уравнение (13) – уравнение движения в форме Навье(Стокса, справедливое для однородного вязкого сжимаемого газа трехмерного неустановившегося потока, в общем виде не интегрируется. Если рассматривать более сложную модель газа, например, учитывать не только внутреннее трение, но и электромагнитные свойства, то в этом случае в правой части появляются дополнительные слагаемые.

Если рассматривается несжимаемый ((=const, div
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=0) газ, то уравнение (13) упрощается:
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При отсутствии массовых сил для сжимаемого газа будем иметь
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Из уравнения (15) можно получить уравнение в проекциях на оси координат. В случае плоского установившегося движения вязкой несжимаемой жидкости без учета массовых сил
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(16)

Последние уравнения используются в теории пограничного слоя.

Важным частным случаем уравнения Навье(Стокса является уравнение Эйлера – теоретическая основа исследования идеальной (невязкой) жидкости (газа)
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Проектирование уравнения (17) на оси координат дает возможность получить уравнения Эйлера в скалярной форме для трехмерного неустановившегося потока с учетом массовых сил:
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Для плоского установившегося движения идеального газа (жидкости) система уравнений (18) упрощается:
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Одномерное неустановившееся течение жидкости без учета массовых сил описывается уравнением
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Если поток одномерный и установившийся (без учета массовых сил), то соответственно получим
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(21)

Уравнение энергии

Данное уравнение выражает закон сохранения энергии: полная скорость изменения энергии рассматриваемой системы (внутри ее объема W(t) и за счет энергообмена через поверхность S) равна мощности всех сил, приложенных к газу (жидкости) внутри этого объёма. Для i-го компонента жидкости уравнение энергии будет иметь вид
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где e(i) - внутренняя энергия единицы массы; 
iфх(i) - энергия, выделяемая (поглощаемая) единицей массы i-го компонента при его образовании (исчезновении); 
(изл(i) - разность мощности излучения и поглощения единицы массы i-го компонента; 
(вз(i) - мощность при взаимодействии частиц; 
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 - вектор теплового потока через границу системы; 

[image: image79.wmf]n

r

 - единичный вектор нормали к поверхности в рассматриваемой точке.

Первое слагаемое левой части (22) представляет собой полную скорость изменения энергии i-го компонента внутри объема, включая энергию от источников (стоков) массы; второе обусловлено массообменом через поверхность Sj(i) .

В правой части (22) первое слагаемое - мощность внешних массовых сил, воздействующих на i-й компонент внутри объема, мощность при взаимодействии частиц i-го компонента со всеми другими частицами, находящимися внутри объема, а также мощность излучения i-го компонента, а последнее слагаемое - мощность сил на всей границе объема и тепловой поток через эту границу.

Из (22) для модели однокомпонентного газа без учета физико-химических превращений и мощности взаимодействия частиц можно получить уравнение энергии для бесконечно малого объема газа:
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Если течение установившееся, сжимаемое, газ нетеплопроводный, невязкий, излучение отсутствует, массовые силы пренебрежимо малы, то уравнение энергии вдоль линии тока примет вид
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где                           
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- энтальпия.
Уравнение Бернулли
Дифференциальные уравнения, написанные для общего случая движения газа, в конечном виде не интегрируются. Интегралы этих уравнений можно получить лишь для частного случая течения идеального (невязкого) газа.

Предположим, что массовыми силами можно пренебречь, движение газа считать установившимся, то для плоского течения газа система уравнений (19) примет вид
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Вдоль каждой линии тока справедливы условия dx=Vxdt, dy=Vydt. Умножим каждое из уравнений (1) на соответствующее элементарное перемещение вдоль линии тока и полученные равенства сложим:
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т.е.
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                                     (2)

Интегрируя условие (2), найдем искомую зависимость, называемую интегралом или уравнением Бернулли:
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где   С – постоянная величина для рассматриваемой линии тока (на других линиях тока в общем случае постоянная С может принимать другие значения).

Для несжимаемого газа, движение которого происходит под действием сил давления, интеграл (3) приводится к виду
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или
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где 
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 (газ несжимаемый), индекс « ∞ » соответствует параметрам невозмущенного потока. В критической точке линии тока, для которой V=0, а, следовательно,
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(*)
давление максимально. Его называют полным давлением (имеет индекс «0»). В любой другой точке линии тока давление будет меньше полного давления p0.
А выражение (*), отражающее закон Бернулли будет формулироваться следующим образом: в несжимаемом газе вдоль линии тока сумма статического и динамического давлений есть величина постоянная, равная полному давлению. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА ОСН. УРАВНЕНИЯ
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