Занятие 5.1.
ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ И ВИХРЕВОЕ ТЕЧЕНИЯ 
НЕСЖИМАЕМОГО ГАЗА
ПОНЯТИЕ О ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

Во многих случаях при исследовании движения жидкости можно не учитывать вращения из-за пренебрежимо малых угловых скоростей частиц. Такое движение называется безвихревым.

Для безвихревого потока 
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 (или 
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) и, следовательно, равны нулю компоненты вихря 
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. В соответствии с этим из формул (3), (6) получим:
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(13)

Эти равенства являются необходимым и достаточным условием того, чтобы дифференциальный трехчлен Vxdx+Vydy+Vzdz был полным дифференциалом некоторой функции, характеризующей поток жидкости так же, как компоненты скоростей Vx,Vy,Vz. Обозначив эту функцию в виде φ(x,y,z,t) и рассматривая время t в качестве параметра, можно записать:

dφ=Vxdx+Vydy+Vzdz.

С другой стороны, этот же дифференциал
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Сравнивая два последних выражения, находим:
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Функция φ называется потенциалом скоростей, или потенциальной функцией, а безвихревой поток, характеризуемый этой функцией, – потенциальным. 

Понятие о циркуляции скорости

В аэрогидромеханике важную роль играет понятие циркуляции скорости Г.
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Рис. 1. Определение 
циркуляции скорости

Выделим в движущейся сплошной среде некоторый фиксированный замкнутый контур l (рис. 1). Выберем на контуре l точку М, в которой скорость представляется вектором 
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 - проекция вектора скорости на направление касательной к контуру l в точке М, то 
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Взяв от этого выражения криволинейный интеграл по дуге АВ, получим:
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Это выражение называется циркуляцией скорости по дуге АВ. Обычно циркуляцию скорости Г вычисляют по всему замкнутому контуру l, тогда
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Используя известную формулу скалярного произведения двух векторов 
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, и учитывая, что 
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 в декартовой системе координат, найдем:
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При вычислении 
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 направление интегрирования считается положительным, если область, ограниченная контуром l, остается слева.

В случае потенциального течения, когда 
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откуда видно, что в этом случае циркуляция скорости не зависит от формы дуги интегрирования АВ, а определяется лишь значениями потенциала скорости на ее концах. Если контур замкнутый, а потенциал скорости – однозначная функция координат, то 
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=0. Однако если потенциал скорости – неоднозначная функция координат, то 
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Парадокс Эйлера – Д΄Аламбера

Рассмотрим бесциркуляционное обтекание потенциальным потоком идеальной несжимаемой среды цилиндра радиуса 
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 (рис. 1). Скорость V на цилиндре будет выражаться следующим образом: 
[image: image25.wmf]q

=

¥

sin

V

V

2

. Вычислим давление на цилиндре, используя уравнение Бернулли:
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Подставляя значение V, находим 
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Коэффициент давления определяется зависимостью 
[image: image28.wmf]q
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. Как видно, коэффициент давления не зависит ни от радиуса цилиндра, ни от 
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Из симметричного распределения давления по цилиндру следует, что результирующая сила давления потока на цилиндр равна нулю. Этот результат может быть распространен на случай произвольного тела, обтекаемого потенциальным потоком без образования вихрей и отрывных течений. Следовательно, если в равномерном установившемся потоке идеальной среды помещено какое-нибудь тело, и поток обтекает его без срыва и циркуляции, то результирующая сила давления потока на тело равно нулю. т.е. тело не испытывает сопротивления. В этом и заключается известный парадокс Эйлера – Д΄ Аламбера.
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Рис. 1
Циркуляционное обтекание круглого цилиндра

Для получения так называемого циркуляционного обтекания круглого цилиндра необходимо наложить на бесциркуляционное обтекание чисто циркуляционный поток от плоского вихря, расположенного в начале координат. Сложив потенциалы скоростей указанных потоков, получим:
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Рис. 2. Наложение на поток, 
дающий бесциркуляционное 
обтекание круглого цилиндра, 
чисто циркуляционного потока

Таким образом, в каждой точке пространства к скорости бесциркуляционного потока, обтекающего цилиндр, 
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 добавится скорость 
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 от чисто циркуляционного потока, и результирующая скорость будет изображаться диагональю параллелограмма, построенного на скоростях 
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 и 
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 (рис. 2). 

Наложение циркуляционного потока нарушит симметрию линий тока. В результате спектр течения примет вид, изображенный на рис. 2. Вследствие сложения скоростей над цилиндром образуется область повышенных скоростей, а под цилиндром – область пониженных скоростей. 

Критические точки А и В в этом случае сойдут с оси x и будут расположены на цилиндре ниже оси x. Найдем угол 
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, определяющий положение критических точек. Найдем проекции скоростей 
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 в произвольной точке потока. Так как 
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то для точек, расположенных на цилиндре, где 
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,  имеем:
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Первое выражение указывает на безотрывность обтекания, а второе дает выражение для скорости V на цилиндре:
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Так как в критических точках скорость 
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, то, приравнивая правую часть нулю, находим 
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При 
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 значению синуса будут соответствовать два угла, расположенные в третьем и четвертом квадрантах и определяющие положение критических точек А и В (рис. 3). 
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Рис 3. Циркуляционное обтекание           Рис 4. Циркуляционное обтекание
    круглого цилиндра (
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Из (3)  следует, что с увеличением Г критические точки будут смещаться вниз. В случае, когда 
[image: image51.wmf]0

4

r

V

Г

¥

p

=

, получаем 
[image: image52.wmf]1

-

=

q

кр

sin

. Критические точки слились в одну точку, и картина течения потока будет иметь вид, изображенный на рис. 4. 

При дальнейшем увеличении Г, т.е. при 
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, критические точки сходят с цилиндра, и поток будет иметь вид, изображенный на рис. 5.

5.6. Сила и момент, действующие на цилиндр произвольной
 формы. Формулы Жуковского – Чаплыгина

Получим формулы для главного вектора и главного момента сил давления, действующих на неподвижный контур произвольной формы при безотрывном обтекании его установившимся потенциальным потоком несжимаемой среды. 
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Рис. 6. Определение сил 
и момента, действующих 
на произвольный замкнутый контур

Пусть в плоскости комплексного переменного z обтекается замкнутый контур l произвольной формы  (рис. 6). Поток плоский, характеристическая функция течения будет W(z) . Определим проекции силы pdl на оси координат:
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Так как 
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 и складывая с dY, получим: 
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Используя уравнение Бернулли в точках контура l, имеем 
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 где V – скорость, направленная по касательной к контуру. Следовательно, 
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Интеграл от первого слагаемого равен нулю, поэтому 
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Это выражение справедливо при любом безотрывном движении идеальной среды. При потенциальном течении имеет место соотношение 
[image: image65.wmf](

)

[

]

0

e

dz

dW

V

it

=

×

=

, так как на контуре l скорость направлена по касательной. Кроме того, поскольку 
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 Подставляя полученные выражения в формулу для сил, находим:
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Выражение (5) называется первой формулой Жуковского – Чаплыгина. 
Как известно из механики, действие произвольной системы эквивалентно действию главного вектора сил и главного момента сил. Главный вектор сил определяется формулой (5). Определим главный момент распределенных по контуру l сил давления относительно начала координат. 

По определению момента силы, имеем
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Учитывая выражение для dX и dY, имеем 
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 находим:  
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Отсюда 
[image: image74.wmf](

)

.

z

pzd

Re

dM

=

0

 Пользуясь формулой Бернулли и записывая выражение для 
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 сразу для потенциального течения, получим:
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Полученное соотношение называется второй формулой Жуковского – Чаплыгина и позволяет определить главный момент относительно начала координат. 

Приведем пример определения силы, действующей при обтекании круглого цилиндра (радиуса R) циркуляционным потоком. Для этого случая характеристическая функция имеет вид
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Отсюда находим:


[image: image78.wmf]z

i

Г

z

R

V

dz

dW

p

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

¥

2

1

2

2

;
[image: image79.wmf].

z

Г

z

R

V

i

z

V

i

Г

z

R

z

R

V

dz

dW

2

2

2

3

2

2

4

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

1

p

-

p

-

p

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¥

¥

¥


Подставляя последнее выражение в (5) и пользуясь теорией вычетов аналитических функций, получим:
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Из формулы (7) видно, что силы, действующие на круговой цилиндр, зависят от циркуляции скорости по контуру, охватывающему обтекаемую окружность. Если Г=0, силы воздействия среды на цилиндр равны нулю. В этом случае мы имеем хорошо известный парадокс Эйлера – Д΄Аламбера. Если Г≠ 0, парадокс Эйлера – Д΄Аламбера не имеет места. Согласно формуле (7), со стороны среды на тело действует сила, перпендикулярная вектору скорости набегающего потока и называемая подъемной силой. Формула (7) для подъемной силы Y называется формулой Жуковского и получена здесь для частного случая – обтекания цилиндра. Составляющая сил давления, параллельная вектору скорости 
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, при любых Г равна нулю, т.е. тело при установившемся движении в идеальной среде не испытывает сопротивления, хотя может иметь подъемную силу. 

Рис. 5 Циркуляционное


обтекание круглого цилиндра


(� EMBED Equation.3  ���)    
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